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Algebra, betiis kifejezések hasznalata

Ha tébb mivelet szerepel egymas utan, akkor ezeket a mliveleti sorrend szerint kell elvégezniink.

A mdveleti sorrendben az elsd mindig a zardjel, vagyis a zarojelben szerepl6 miveleteket kell els6ként elvégezni.
A masodik a szorzas és az osztas. Ha tdbb szorzas és osztas van, akkor balrédl jobbra kell 8ket elvégezni.
Végul az utols6 szint az 6sszeadas és kivonas, és itt is ha tébb is van bel6luk, akkor balrél jobbra kell elvégezni.

A hatvanyozas még egy kicsit bezavarhat a dologba, igy érdemes megnézni kllén a hatvanyozasrol és a
hatvanyazonossagokroél sz6l6 epizdédokat is.

Most pedig nézziink egy példat a miveleti sorrendre:
P.:3-(5—-3)4+2:2=3-2+2:2=6+1=7

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az egyutthat6 a bet(s kifejezés elétt allo szam.
Pl.: 3T kifejezés egyitthatoja 3.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az algebrai kifejezésekben a betlket valtozéknak nevezzik.
Pl.: 2 + Y algebrai kifejezésben T és Yy valtozok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A bet(s kifejezéseket nevezzik algebrai kifejezéseknek.
Pl.: 22 + Y egy algebrai kifejezés.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az dnmagaban all6 szdmokat nevezzik konstansnak.
Pl. 22 4+ y + b kifejezésben az 5 konstans.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egynemd kifejezések azok a bet(s kifejezések, amik csak az egytthatéjukban kilénbéznek.
pl.: 5 és 3T egynemii kifejezések, mert csak az egyiitthatoik O és 3) kiildnbdznek.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az egynemdi kifejezések mindig 6sszevonhatbak. Az dsszevont kifejezés egyltthatdja az eredeti egyitthatdk 6sszege
lesz.

PL.: 3z + 5z +2x = (3+5+2)z = 10z

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Zarojel felbontdsakor minden tagot minden taggal szorozni kell.
PL:5- (42 +6) =5-4x +5-6 =20z + 30

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A kiemelés a zarojelfelbontds megforditasa.
A dolog ugy indul, hogy talalnunk kell egy kdzds részt, amit kiemelhetiink.

A kiemelés soran egy tébbtagu kifejezést egy vagy tébbtagu kifejezések szorzatava alakitjuk at tgy, hogy minden
tagbdl kiemeljik a k6zos részeket.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartoményan azt a legb&vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

A kévetkezOket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFAUAY e Gtt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0

pl.

2

3 értelmezési tartomanya & € R\ {3} mert tért van benne és a tért nevez8je nem lehet nulla £ 75 3)

\/2x + 5 értelmezési tartomanya & € [—g, o) [ mert paros gyok alatt van (masodik) és igy a gyok alatti
kifejezés > 0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A tortek egyszerdsitése azt jelenti, hogy a tért szamlaléjat és nevezbjét ugyanazzal a nem nulla szammal osztjuk. Ha
nincs olyan szam, amivel mind a szamlal6 és a nevezé is oszthatd lenne, akkor mar nem egyszerdsithet6 tovabb a
tort.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Algebrai térteknek nevezzik azokat a térieket, melyek nevezdjében betls kifejezés van.

Tehat ha csak a tort szamlaldjaban van betds kifejezés (pl.x), de a nevezdjében nem, akkor az még nem algebrai
tort.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Zaréjel felbontasakor minden tagot minden taggal szorozni kell.

Ha a szorzas mindkét tényezdje tébbtagu, akkor az els6 tényez6 els6 tagjaval szorozzuk végig a masik tényezd
tagjait, majd pedig folytatjuk az els8 tényez8 masodik tagjaval.

Pl.:(a+b)-(c—5)=a-c—5-a+b-c—5-b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A helyettesitési érték azt jelenti, hogy a betls kifejezés helyére irjuk be a behelyettesitendd értéket.
Pl.: 22 + 5 kifejezés helyettesitési értékex = 3-ban:2-3+5=6+5=11.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

4
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Nevezetes azonossagok, binomialis tétel

(a+b)?2 =a? + 2ab+ b?
(a —b)? = a® —2ab + b?
a? —b* = (a—"b)(a+Db)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

a® +b* = (a+b) (a? — ab+ b?)
a® —b® = (a—D) (a® + ab+ b?)
(a+b) = a® + 3a2b + 3ab? + b3
(a—b)? = a3 — 3a?b+ 3ab?® — b®

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy kifejezés értelmezési tartomanyan azt a legb6vebb halmazt értjik, ahol értelmezve van.

A kévetkezSket érdemes megjegyezni:

WOSezitt >0 PFAUAY e Gtt barmi  log (ezitt > 0)  tort nevezs # 0
pl.

% értelmezési tartomanya & € R\ {3} mert tért van benne és a tért nevez8je nem lehet nulla £ # 3)

\/2x + b értelmezési tartomanya T € [—g, o) [ mert paros gyok alatt van (masodik) és igy a gyok alatti
kifejezés > 0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

(a+b)" = >y (5)an ok

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Binomidlis tétel:
(@+b)" =35 (1) "0 = (§)a” + (e 1o+ (5)a" 202 + - -+ (1) 0"

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY
6. OLDAL


https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/nevezetes-azonossagok-binomialis-tetel/nevezetes-azonossagok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/nevezetes-azonossagok/kobos-azonossagok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/nevezetes-azonossagok-binomialis-tetel/az-ertelmezesi-tartomany-miert-nem-osztunk-nullaval
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/nevezetes-azonossagok-binomialis-tetel/binomialis-tetel-es-binomialis-egyutthatok
https://www.mateking.hu/valoszinusegszamitas/nevezetes-diszkret-es-folytonos-eloszlasok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/nevezetes-azonossagok-binomialis-tetel/binomialis-tetel-es-binomialis-egyutthatok

&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY

7. OLDAL

Hatvanyozas, hatvanyazonossagok, normalalak

A hatvanyozas a szam dnmagaval vett szorzatait réviditi.
Pl:6%=6-6-6=216
Itt a 6-ot a hatvany alapjanak nevezzilk, a3-at kitevének, az eredményt pedig a hatvany értékének.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha azonos alapu hatvanyokat szorzunk, akkor a kitev6k 6sszead6dnak.

a® - ak = gtk

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha azonos alapu hatvanyokat osztunk, akkor a kitevék kivonddnak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Hatvany hatvanya a kitevék szorzata.
(an)k — an-k

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden nem nulla szam nulladik hatvanya 1.
a’ =1 haa#0.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy nem nulla szam negativ egész kitevgjld hatvanyat agy szamolhatjuk ki, hogy a reciprokat a kitev§ ellentettjére

emeljuk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy szorzat mindkét tényez8je ugyanarra a hatvanyra van emelve, akkor a hatvanyt leirhatjuk csak egyszer
zaréjellel.

a®-b" =(a-b)"

Ez az azonossag visszafele irdnyba hasznosabb, ha egy zaréjeles szorzat hatvanyozva van, akkor azt szét lehet
szedni és mindkét tényezG6t hatvanyozni kell.

Pl:(2-3)2=22.32=4-9=36

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy toértnek a szamlaléja és nevezdje is ugyanarra a hatvanyra van emelve, akkor a hatvanyt leirhatjuk csak
egyszer zarojellel.

Ez az azonossag visszafele irdnyba hasznosabb, ha egy zaréjeles tért hatvanyozva van, akkor azt szét lehet szedni
és a szamlalét és nevez6t is hatvanyozni kell.

2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A tdl nagy vagy éppen tul pici szamok leiraséara taléltak ki a normalalakot.

A normalalak mindig egy szorzat, az elsé tényezéje egy abszolutértékben 1-nél nagyobb vagy egyenld, 10-nél kisebb
szam. A masik tényezGje pedig egy 10 hatvany.

PI.: 35000 = 3,5 - 10*

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Gyokvonas, gyokos azonossagok, gyoktelenités

Egy @ nem negativ szam négyzetgydke az a nem negativ szam, aminek a négyzetea.

a>0 a>0 [ Ja’‘=a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Vab=\a-vb a>0,b>0

a _ \a
\/;_% a>0,b>0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy a szam kdbgydke az a szam, aminek a kébea.

ac€R (@6)3::a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Va-b=Ya-vyb acR,beR

a _ v
b= 9 acR,beR

3

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gydkvonas masképpp viselkedik paros, illetve paratlan gydkkitevs esetén, igy kétféle definicidnk lesz.

Egy @ nem negativ szamn = 2k-adik gydke az a nem negativ szam, amire:

G@)* =a

Egy tetszbleges a szamn = 2k + 1-edik gybke az a szdm, amire:

(kaQk-i-l —a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Halmazok

Vannak az A és B halmazok.

Az A és B halmazok uniéja: Azon elemek halmaza, amelyek legaldbb az egyik halmazban benne vannak.
Jele: AU B

Az A és B halmazok metszete: Azon elemek halmaza, amelyek mindkét halmazban benne vannak.

Jele: AN B

Az A és B halmazok kiilénbsége: Azon elemek halmaza, amelyek az A halmazba benne vannak, de a B halmazba
nem.

Jele: A\ B

Az A halmaz komplementere a H alaphalmazon nézve: Az alaphalmaz azon elemeinek halmza, amelyek nincsenek
benne az A-ban.

Jele: Z

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A logikai szita formula két halmazra:

|AUB|=|A|+|B|-|ANB|

A logikai szita formula harom halmazra:

JAUBUC |=|A|+|B|+|C|—|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANBNC]

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az elsé De Morgan azonossag azt mondija, hogy a metszet komplementere pont megegyezik a komplementrek
uniéjaval:
ANB=AUB

A masodik De Morgan azonossag pedig azt mondja, hogy az unié komplementere éppen megegyezik a
komplementerek metszetével:

AUB=ANB

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy halmaz &sszes részhalmazainak halmazat hatvanyhalmaznak nevezzik.

Pl.az A= {x, Y, z} halmaz hatvanyhalmaza:

P(A) = {(Z) {m},{y},{z},{m,y},{m,z},{y,z},{x,y,z}}

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/halmazok/intervallumok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/halmazok/a-logikai-szita-formula
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/halmazok/ujabb-izgalmas-feladatok-halmazokkal
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/halmazok/hatvanyhalmaz
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Az A és B halmazok Descartes-szorzata ugy mikédik, hogy elkészitjik az 6sszes lehetséges rendezett part, aminek
az els6 elemét A-bol, a masodik elemét pedig B-bél vesszilk, és ezeket a rendezett parokat betessziik egy
halmazba, amit az A és B halmazok Descartes-szorzatanak hivunk.

AxB={(z,y) | x€ A,yc B}

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az f halmazt figgvénynek nevezzik, ha minden eleme rendezett par, és ha <£B1, y1> S f és <£I?1, y2> S f akkor
szUkségképpen Y1 = Yo

Megnézem a kapcsolddo epizédot

4
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/halmazok/feladat-halmazok-emelt-szint-0
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/halmazok/feladat-halmazok-emelt-szint
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Grafok

A graf csucsokbdl és azokat 6sszekdtd élekbdl all.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Egy graf 6sszefliggd, ha barmelyik csicsabdl el lehet jutni barmelyik masik csucséba élek mentén.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A gréaf egy csucsanak fokszama a gréaf e csucsaban dsszefutd élek szama.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy grafban kdrnek neveziink egy olyan utat, amely csupa kilénbdz8 cstcsokon és éleken haladva visszavezet a

kiindul6 csuUcsaba.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha egy grafban nincs kér, de maga a graf 6sszefliggd, akkor fanak nevezziik.
Egy 7 csticst fanak mindig 72 — 1 darab éle van.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a grafokat, ahol minden csucs mindegyikkel 6ssze van kétve, teljes grafnak hivjuk.

Az M csucsU teljes graf éleinek a szama:

n(n—1)
2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf egyszer(, ha nincs benne sem tébbszords él, sem hurokél.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy graf Euler-kére olyan zart élsorozat, amely a graf 6sszes élét pontosan egyszer tartalmazza.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/minden-amit-a-grafokrol-tudni-erdemes
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/minden-amit-a-grafokrol-tudni-erdemes
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/minden-amit-a-grafokrol-tudni-erdemes
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/minden-amit-a-grafokrol-tudni-erdemes
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/minden-amit-a-grafokrol-tudni-erdemes
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/minden-amit-a-grafokrol-tudni-erdemes
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/minden-amit-a-grafokrol-tudni-erdemes
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/grafok/mire-jok-a-grafok-a-konigsbergi-hidak-rejtelye
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Bizonyitasi modszerek, matematikai logika

Az univerzalis kvantor egy jeldlése a "minden” kifejezésnek.
Jele: V

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Az egzisztencialis kvantor egy jel6lése a "létezik" vagy "van olyan" kifejezésnek.
Jele: 3

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az éllitds negacidja (vagy tagadasa) egy egyvaltozds mlivelet. EgyA kijelentés negacidja az a kijelentés, amely
akkor igaz, ha A hamis és akkor hamis, ha A igaz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az allitas (vagy kijelentés) olyan kijelent6 mondat, amelyrél egyértelmien elddnthetjik, hogy az igaz vagy hamis.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A konjunkci6 két allitas kézti logikai mdvelet. Két kijelentés konjunkcidja pontosan akkor igaz, ha mindkét kijelentés
igaz, kulénben hamis.

Jele: AN B

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A diszjunkcio két allitas kozti logikai miivelet. Két kijelentés diszjunkcidja pontosan akkor igaz, ha legalabb az egyik
kijelentés igaz, kilébnben hamis.

Jele: AV B

Megnézem a kapcsolédé epizddot

A "ha A, akkor B" kapcsolatnak megfelel6 logikai miveletet nevezziik implikacionak. Az implikacio akkor hamis, ha
A igaz és B hamis, minden mas esetben igaz.

Jele: A= B

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az ekvivalencia egy olyan logikai m(velet, amikorA = B és A <= B. Az ekvivalencia akkor igaz, haAés B
logikai értéke azonos, kilénben hamis.

Jele: A < B

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/matematikai-logika-es-a-kvantorok-hogy-mik
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/matematikai-logika-es-a-kvantorok-hogy-mik
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/matematikai-logika-es-a-kvantorok-hogy-mik
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/matematikai-logika-es-a-kvantorok-hogy-mik
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/konjunkcio-diszjunkcio-implikacio
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/konjunkcio-diszjunkcio-implikacio
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/konjunkcio-diszjunkcio-implikacio
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/konjunkcio-diszjunkcio-implikacio
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~(AAB)=-AV-B
~(AVB)=—-AA-B
(A= B)=AA—B

- (AeB)=A«<-B

—

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/bizonyitasi-modszerek-matematikai-logika/logikai-muveletek-es-tagadasaik
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Oszthatésag, szamelmélet, szamrendszerek

Az a egész szamnak a b egész szam osztdja, ha létezik olyanq egész szdm, hogy @ — b- q.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Legyenek a és b természetes szamok. Ekkor felirhatok
a=q-b+r 0<r<b
Ahol g és T is természetes szamok és q az osztas hanyadosa, T pedig a maradék.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy szam akkor oszthat6 2-vel, ha paros, azaz 0, 2, 4, 6, vagy 8-ra végzédik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy szam akkor oszthat6 3-mal, ha a szamjegyeinek dsszege oszthaté 3-mal.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy szam akkor oszthat6 4-gyel, ha az utolsé két jegyébdl alkottot szam oszthat6 4-gyel.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy szam akkor oszthat6 5-tel, ha az utolsé szamjegye 0 vagy 5.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

6-tal azok a szamok oszthaték, amik 2-vel és 3-mal is oszthatok.
Ezek éppen a 3-mal oszthatd paros szamok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy szam akkor oszthaté 9-cel, ha a szamjegyeinek dsszege oszthat6 9-cel.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

10-zel azok a szamok oszthatok, amik 0-ra végzédnek.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

11-gyel akkor oszthatd egy szam, ha hatulrdl kezdve+ — + — . . . el6jelekkel 6sszeadjuk a szamjegyeket, akkor az

igy kapott szam oszthaté 11-gyel.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/oszthatosag-maradekos-osztas-oszthatosagi-szabalyok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/oszthatosag-maradekos-osztas-oszthatosagi-szabalyok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/oszthatosag-maradekos-osztas-oszthatosagi-szabalyok
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/oszthatosag-maradekos-osztas-oszthatosagi-szabalyok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/oszthatosag-maradekos-osztas-oszthatosagi-szabalyok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/oszthatosag-maradekos-osztas-oszthatosagi-szabalyok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/oszthatosag-maradekos-osztas-oszthatosagi-szabalyok
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Az a és b szam legnagyobb kdzds osztja az ad pozitiv szém, amired | a és d | b, és e kdzds osztok kdzil ez a
legnagyobb.

Jelélés:d = (a,b)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

a és b relativ primek, ha (a,b) =1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Haa | césb|cés(a,b) = lakkorab | c
Hac | abés(a,c) = 1lakkorc | b

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Azokat az 1-t6l kilénbdz8 pozitiv egész szamokat, amelyeknek az 1-en és dnmagukon kivil nincsen mas pozitiv
egész osztodja, primeknek nevezzik.

Szemléletesen a primek az egész szamok épitékockai. Vagyis a primek segitségével tudjuk felépiteni az egész
szamokat. A 60 példaul igy épal fél, hogy:

60=2-2-3-5

Itta 2, a3 és az 5 is prim, mert ezek mar nem bonthatdk kisebb épit6kockékra. Az 1-et pedig azért nem tekintjik
primnek, mert a szamok felépitésében nem sok hasznat vessziik, hiszen1-1-1-1=1

A legkisebb prim tehat a 2, és ez az egyetlen paros szam amelyik prim, hiszen az 6sszes tébbi paros szam mar
oszthatd 2-vel. A 2 utan kdvetkez8 prim a 3, aztdn az 5, és a 7. A primeket egy specialis médszerrel nagyon kénny(
kivalogatni az egész szamok kozil. Ezt a modszert Ugy hivjak, hogy Eratoszthenész szitaja és meg tudod nézniitt a
kapcsolédo epizddban.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A nullatél és az egytdl kiilénbdz6 dsszes 1 pozitiv egész szam felbonthatd primek szorzatéra a sorrendtél eltekintve
egyértelmden.

n=pl-py2----- P, " aholk € Z*
Itt k a feloontasban szereplé killonbdzé primek szama.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A legkisebb kézos tdbbszorés megtalalasanak lépései:

1. Elkészitjik a primtényezd8s felbontast
2. Vesszik az 6sszes primet a két primtényezds felbontasbol
3. Mindegyik prim a nagyobbik kitevét kapja.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/legnagyobb-kozos-oszto-relativ-primek
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/szamelmelet/a-szamelmelet-alaptetele-es-a-primtenyezos-felbontas
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet/a-legkisebb-kozos-tobbszoros-lkkt
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A tizes szamrendszerbe val6 atvaltas lépései:

1. Elkészitjlk a helyiérték-tablazatot (a helyiértékek mindig a szamrendszer szamanak hatvanyai).
2. Oszloponként &sszeszorozzuk a helyiértéket a szamjeggyel és 6sszeadjuk ezeket.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A kettes szamrendszerbe atvaltashoz elkezdjik a szamot 2-vel maradékosan osztogatni, amig mar csak a 0 marad.
Ezt kdvetben pedig a maradékokat lentrdl felfelé visszaolvasva kapjuk meg a kettes szamrendszerbeli szamot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet-szamrendszerek/szamrendszerek
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamelmelet/atvaltas-tizes-szamrendszerbol-2-es-es-otos-szamrendszerbe
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Egyenes aranyossag, forditott aranyossag

Két mennyiség akkor egyenesen aranyos, hogyha az egyiket valahanyszorosara valtoztatjuk, akkor a masik is
ugyanennyiszeresére valtozik.

Tipikus példa egy vonatjegy ara és a megtett tavolsag. Hogyha példaul a jegy 0,4 eurdba ker(l kilométerenként,
akkor 1 kilométer 0,4 eurd, 2 kilométer kétszer annyi, vagyis 0,8 eurd, 3 kilométer haromszor annyi, vagyis 1,2 euré
és igy tovabb. Egy masik tipikus példa a munkavégzéses feladatok. Ha példaul egy teherautd 400 tonna féldet tud
elszallitani, akkor két ugyanolyan teherauté kétszer annyit, vagyis 800 tonnat, harom teherauté 1200 tonnat, és igy
tovabb.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két mennyiség akkor forditottan aranyos, hogyha az egyiket valahanyszorosara valtoztatjuk, akkor a masik
ugyanennyied részére valtozik.

Tipikus példa forditott aranyossagra a munkavégzéssel kapcsolatos kérdések. Ha egy adott munkat egy gép 12 6ra
alatt tud megcsinalni, akkor két ugyanolyan géppel 6 éra alatt Iehet végezni, harom egyforma géppel pedig 4 éra
alatt. Vagyis a 12-t osztjuk a gépek szamaval. Egy masik tipikus példa, hogy egy rakomanyt 10 forduléval tudnak
teherautéval elszéllitani. Ha két teherautét hasznalunk akkor 10/2=5 fordul6 kell, és igy tovabb.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Els6foku egyenletek

A mérleg elv Iényege, hogy amikor megoldunk egy egyenletet, az egyenl8ségjel mindkét oldalan ugyanazokat a
mUveleteket kell elvégezniink. Az egyenlet mindkét oldalahoz ugyanazt a szamot hozzaadhatjuk, vagy az egyenlet
mindkét oldalabdl ugyanazt a szamot kivonhatjuk. Es az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a nem nulla szammal
megszorozhatjuk, vagy mindkét oldalt ugyanazzal a nem nulla szammal eloszthatjuk. Vagyis:

- ha elvesziink egy szamot az egyik oldalrol, akkor a masik oldalrdl is el kell venni

- ha hozzaadunk egy szamot az egyik oldalhoz, akkor a masik oldalhoz is hozz4 kell adni

-ha szorozzuk az egyik oldalt egy nem nulla szammal, akkor a masik oldalt is szorozni kell ugyanezzel a szammal
-ha osztjuk az egyik oldalt egy nem nulla szammal, akkor a masik oldalt is osztani kell ugyanezzel a szammal

Az Gsszeadas, kivonas és szorzas egymasutani Iépéseivel jutunk el a megoldashoz.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A megoldas lényege, hogy gyUjtsik 6ssze az T-eket az egyik oldalon, a masik oldalon pedig a szamokat, a végén
pedig leosztunk az & egyutthatojaval.

Ha tértet is latunk az egyenletben, akkor az az elsé Iépés, hogy megszabadulunk attél, mégpedig ugy, hogy
beszorzunk a nevezdvel.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha tortet latunk az egyenletben, akkor az az elsd 1épés, hogy megszabadulunk attél, mégpedig gy, hogy beszorzunk
a nevezdvel.

Figyeljiink ra, hogy ilyenkor az egyenlet minden tagjat meg kell szorozni (a tagokat4-,— vagy = jelek valasztjak el
egymastdl...).

Miutan megszabadultunk a tértekt6l az egyenlet megoldasanak lépései a szokdsosak a mérleg elv segitségével.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Masodfoku egyenletek

Ha a mésodfoku egyenlet igy néz ki:
ar?+br+c=0

Akkor a megoldoképlet:

—biq/b2—4ac

$172 - 2a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A masodfoku egyenlet megolddképletének gydk alatti részét nevezzik diszkriminansnak.
D=0 —4ac

Ez doénti el, hogy a masodfoku egyenletnek hany valés megoldasa lesz.

Ha a diszkriminans nulla, akkor csak egy.

Ha a diszkriminans pozitiv, akkor az egyenletnek két valés megoldasa van.

Ha pedig negativ, akkor az egyenletnek nincs valés megoldasa.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az ax? + bx + ¢ = 0 alakt masodfoku egyenlet gyoktényezGs alakja:
ar? +bzr +c=a(r—x)(x — )

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Viete-formulak nem valami titkds gydgyszer hatéanyag, hanem a masodfoku egyenlet gydkei és egytitthatéi kdzotti

Osszefliggéseket irja le:
_ —b _c
T+ Ty = — T1Ty =
Olyankor, amikor a masodfoku tag egydtthatédja 1, a Viete-formulak is egyszer(bbek:
$2+P$+q:0 1+ Ty = —p L1L2 =4

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Egyenlétlenségek

Egyenlétlenséget ugyanugy kell megoldani, mint egyenletet. Amire figyelniink kell, hogy ha negativ szammal
szorzunk, az egyenl6tlenség iranya megfordul.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Az egyik megoldas az, hogy szorzatta alakitjuk, aztan pedig szamegyenesen abrazoljuk a tényez8k elSjelét.

A masodik megoldas, hogy abrazoljuk vazlatosan a masodfoku fliggvényt, amit az egyenlétlenségbdl alkotunk, majd
leolvassuk a megoldast.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Egyenletrendszerek

A behelyettesitd mddszer az egyenletrendszerek megoldasanak egyik technikaja.

Lényege, hogy kivalasztjuk az egyik egyenletet, ahonnét az egyik valtozét kifejezzik a mésikkal. llyenkor célszeri a
szamunkra szimpatikusabb, egyszerlbb egyenletet valasztani.

Ezt kdvetben az igy kapott kifejezést behelyettesitjik a masik, fel nem hasznalt egyenletbe, igy egy egyismeretlenes
egyenletet kapunk, amit mar meg tudunk oldani.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Az egyenl6 egyiitthatok médszere egy megoldasi technika az egyenletrendszerekhez.

Lényege, hogy ha a két egyenletben vagy azZ vagy az Y egyutthatéi megegyeznek, akkor a két egyenletet
egymasbdl kivonva azok kiesnek, és egy egyismeretlenes egyenletet kapunk, amit mar meg tudunk oldani.

Ha az egyitthatok egymas ellentettjei lennének, akkor pedig 6ssze kell adni a két egyenletet.

A médszer akkor is mikddik, ha nem volnanak egyenlé egyutthatok, ilyenkor batran szorozhatjuk az egyenleteket
addig, amig nem lesznek egyenlé egyltthatok.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Szoveges feladatok

Az utazasrél sz6l6 széveges feladatok megoldasa soran j6l jdnnek a még fizikabdl tanult 6sszefliggések:

S

V= s=v-t t=23
v

|

Megnézem a kapcsolédé epizddot
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Fliggvények

Adott az A és B nem (ires halmaz.

Ha az A halmaz bizonyos elemeihez egyértelm(ien hozzarendeljik a BB halmaz bizonyos elemeit, akkor ezt a
hozzarendelést fliggvénynek nevezzik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Adott az f :A— B flggvény. A figgvény értelmezési tartomanya azoknak az elemeknek a halmaza azA
halmazban, amikhez a filggvény hozzarendel BB halmazbeli elemeket.

Az értelmezési tartomanyt az angol domain sz6 alapjan, ami egyébként azt jelenti, hogy tartomany, igy jelbljUk;Df.
De a gyengébb idegzetliek kedvéért szokas Ugy is jeldIni, hogy E.T.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f . & — Yy fluggveény kdlcsdndsen egyértelmd, ha T 7'5 X9 akkor Yp 74 Yo. Vagyis kuldnbdzé 2-ekhez mindig
kllénb6z6 Y-okat rendel.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a pontokat, ahol a fliggvény grafikonja az& tengelyt metszi, zérushelynek nevezziik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az f(a:) faggvényt egy]a,b[ intervallumon monoton névekedének mondunk, ha barmely 2y , o E]a, b[ esetén, ha
Ty < To, akkor f(x1) < f(x2)

SzigorGian monoton ndvekeds, ha barmely T1, T2 €]a, b esetén, ha; < Ty, akkor f(1) < f(x2)

Az f(x) fuggvényt egy |a, b[ intervallumon monoton csékkendnek mondunk, ha barmely 1, o €]a, b] esetén, ha
x1 < To, akkor f(x1) > f(x2)

SzigorGian monoton csékkend, ha barmely T1, o €]a, b| esetén, hay < g, akkor f(1) > f(x2)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Flggvény széls6értékén a maximumat illetve minimumat értjik.
Precizebben:

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban (globalis) maximuma van, ha minden € D esetén
f(z) < f(z0).
Az f(x) fuggvénynek az Ty € Dy pontjaban (globalis) minimuma van, ha mindenx € D esetén

f(z) = f(@o)-

Az f(x) fuggvénynek az £y € D pontjaban lokalis maximuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy
ott 6 a maximum.

Az f(x) fuggvénynek az Ty € D pontjaban lokalis minimuma van, ha létezik olyan nem nulla kérnyezete, hogy ott
6 a minimum.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Konkavnak nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "szomoru hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdtsd egyenes felett halad.

Konvexnek nevezzik a fliggvényt azon a szakaszon, ahol "vidam hangulatban" van, vagy precizebben ha a
szakaszon a fliggvény barmely két pontjat 6sszekdtve a fliggvény a két pontot 6sszekdt egyenes alatt halad.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Els6foku fliggvények

A linearis flggvény képlete:

y=m-x+bvagyz—m-z+bvagy f(x)=m-z+0b
Az egyik dolog, amit érdemes tudni réla, hogy milyen meredeken megy.

Ezt meredekségnek hivjuk, és igy jon ki:

__ amennyit fslfele megy
" amennyitelsTemegy

A masik dolog, amit érdemes tudni, hogy hol metszi a fliggvény grafikonja azy tengelyt.
Ezt ugy hivjuk ,hogy tengelymetszet, és a jeleb a képletébdl.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Fliggvénytranszformaciok, fliggvények abrazolasa

Belsé fliggvénytranszformacio: f(:I? + a), ez ugy miikédik, hogy az & tengely mentén tolja el a fliggvény grafikonjat.
Kiilsé fiiggvénytranszformécio: f(x) + a, ez pedig azy tengelyen tolja el a fiiggvényt.

Flggvény szorzasa szammal:a - f(w) ilyenkor megnyuijtjuk a fiiggvényt azy tengely szerint.

Flggvény valtozéjanak szorzasa egy szammal: f(a . w) ilyenkor az T tengely szerint nyUjtjuk a fliggvényt.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Minden olyan figgvényt, ami az Yy tengelyre szimmetrikus, paros figgvénynek hivunk. Ezek a fliggvények azt tudjak,
hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(-2) = f(z)

Azokat a fliggvényeket, amelyek az origbra szimmetrikusak, paratlan figgvénynek nevezzik. A paratlan fliggvények
ugy mikédnek, hogy barmely Z-re amelyre értelmezve vannak:

f(-z) = ~f(2)

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Ha az T kildnbdz8 pozitiv egész kitev8s hatvanyait 6sszeadjuk vagy kivonjuk, akkor polinomokat kapunk.
A polinomfliggvény altalanos alakja:

f(®)=a,2" +a, 12" 1 +...a1x+qp

A legmagasabb foku tag egyttthatéjat hivjuk f6egyitthatonak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Pontok, egyenesek, sikok, szogek, a geometria alapjai

A geometria legaprébb épit6kockai a pontok. A pontokat az ABC nagy bettivel jeldljik.

Az egyenesek mindkét iranyban végtelen kiterjedés(i és végtelenil keskeny egyenes vonalak. De ez csak az
egyenes vizudlis leirasa, matematikai definicidja nincsen, ugyanis az egyenes a ponthoz hasonléan alapfogalom.

A sik is geometria alpafogalom. A sikok mar két dimenzidsak, ellentétben az egy dimenzids egyenessel. Az
egyenesen csak jobbra és balra tudunk mozogni, egy sikban viszont mar két lényegesen kiilénbdz§ irany létezik,
jobbra-balra és elére-hatra. Ennél is nagyobb a dimenziéja a térnek, amiben a pontok, az egyenesek és a sikok
helyezkednek el. A térben harom Iényegesen kiilénbdz§ irany van, ezért a tér harom dimenziés. Létezik benne
jobbra-balra, elére-hara és fel-le.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy egyenesnek a két pont kdzétti részét szakasznak nevezzik.
A szakasz az egyenessel ellentétben mindig véges hosszlsagu, és a hossza mindig a két pont tavolsaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy sikot egy egyenessel kettévagunk, akkor két félsik keletkezik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a teret egy sikkal két részre vagjuk, akkor két féltér keletkezik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A sik egy pontjabol kiindulo két félegyenes a sikot két tartomanyra osztja. Ezek a tartomanyok és a két félegyenes
szbget alkotnak. Azt, hogy a két szdgtartomany kdzil melyikrdl van sz6, a szarak kézé rajzolt kérivvel jelezzik. A
sz6g csucsa a két félegyenes kézbs végpontja, a szdg szarai pedig maguk a félegyenesek. A félegyenesek kdzotti
részt szogtartomanynak nevezzik. A két félegyenes mindig két ilyen tartomanyt hataroz meg, és egy kérivvel jeldljik,
hogy épp melyik szbgtartomanyrdl van szo6.

A sz6geket a gorog abc bettiivel jeldljuk:a, 3,7, . . .

A szdgeket nagysaguk szerint szokas csoportositani. A sz6gek mérésére a fokot szokas hasznalni, egy teljes kér
éppen 360 fok, a derékszdg pedig a 90 fok. Amikor a két szdgszar éppen egybeesik, akkor az altaluk meghatarozott
sz6g a nullszég és a teljes szdg, az egyik 0 fokos, a masik 360 fokos. Amikor a két félegyenes 0 és 90 fok kdzotti
szOget zar be, azt ugy hivjuk, hogy hegyes-szdg. Amikor épp 90 fokos szdgben allnak, azt derékszdgnek nevezzik.
A 90 foknal nagyobb és 180 foknal kisebb szdgek a tompaszdgek. A 180 fokos szbget egyenes-szégnek nevezzik,
mig a 180 fok és 360 fok kz6tti sz6geket homoruszégnek hivjuk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha egy sz6g 0° és 90° kozé esik, akkor hegyesszdgnek nevezzik.
Az o sz6g hegyesszog, ha0” < a < 90°.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Ha egy szdg pontsoan 90° -os, akkor derékszdgnek is nevezziik.
Az o sz6g derékszog, haa = 90°.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Ha egy sz6g 90° és 180° kozé esik, akkor tompaszégnek nevezziik.
Az o sz6g tompaszog, ha 90° < o < 180°.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha egy szdg pontosan 180 ° -os, akkor egyenesszdgnek is nevezziik.
Az «x sz6g egyenesszog, haa = 180°.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy sz6g 180° és 360° kozé esik, akkor homortiszégnek nevezziik.
Az o sz6g homortszog, ha 180° < ar < 360°.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két pont tavolsaga a pontokat 6sszekdté szakasz hossza.

Ha tehat le kell mérni két pont tdvolsagét, csak ra kell helyezni a vonalzénkat a két pontra, és mér latjuk is a két pont
tavolsagat.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Pont és egyenes tavolsaganak leméréséhez el6szér a pontbdl merélegest kell allitanunk az egyenesre.
A tavolsag pedig ennek a szakasznak a hossza.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Pont és sik tavolsaganak leméréséhez el6szér a pontbol merdlegest kell allitanunk a sikra.
A pont és sik tavolsaga pedig ennek a szakasznak a hossza.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Ha a két egyenes metszi egymast, akkor a tavolsaguknak nincs sok értelme vagy 0.

Ha a két egyenes egymassal parhuzamos, akkor a tavolsagukat gy kapjuk meg, hogy az egyik egyenes tetszéleges
pontjdbdl merélegest bocsatunk a mésik egyenesre.

Es a két egyenes tavolsaga ennek a meréleges szakasznak a hossza.

Ha az egyenesek kiilénbdz§ sikokban futnak, gy hivjuk 6ket, hogy kitéré egyenesek.

A kitéré egynesek nem parhuzamosak, de nem is metszik egymast.

A kitérd egyenesek mindig két parhuzamos sikban futnak, igy a tavolsaguk a két sik tavolsaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Ha az egyenesek kiilénbdz§ sikokban futnak, gy hivjuk 6ket, hogy kitéré egyenesek.
A kitérd egynesek nem parhuzamosak, de nem is metszik egymast.
Kitéré egyenesek lathatunk példaul autdépalyaknal, ahol az egyik Ut keresztezi a masikat egy hidon at.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a két sik metszi egymast, olyankor egy egyenesben metszik egymast és a tavolsaguknak nincs sok értelme vagy
0.

Ha a két sik parhuzamos, akkor a két sik tavolsagat ugy kapjuk meg, hogy vesziink az egyik sikon egy tetszéleges
pontot, a pontbl merdlegest allitunk a sikra, és a tavolsaguk ennek a szakasznak a hossza.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két ponttdl azonos tavolsagra 1év6 pontok halmaza a két pontot 6sszekdt6é szakasznak a szakaszfelez6 meréleges
egyenese.

Harom ponttdl azonos tavolsagra Iév6 pont a harom pon kéré irhatd kér kdzéppontja.
Két metsz§ egyenestdl azonos tavolsagra lév6 pontok halmaza a két egyenes szdgének szdgfelezdje.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha két sz6gben a sz6gszarak egymassal parhuzamosak és egyforma iranydak is, akkor ezeket a szégeket egyallasu
szbgeknek nevezzilk.

Az egyallasu szdgek egyenlbk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha két sz6gben a sz6gszarak egymassal parhuzamosak, de irdnyuk ellentétes, akkor ezeket a szégeket
valtdszégeknek nevezzik.

A valtészdgek egyenl8k.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Ha két valtoszdget a csucsuknél 6sszeillesztiink, akkor ezeket a szégeket csicsszégeknek nevezzik.
A cslicsszdgek egyenlék.
Ha két egyenes metszi egymast, akkor mindig két-két csucsszdg par keletkezik.

Megnézem a kapcsolodod epizédot

Ha két sz6g szarai parhuzamosak és az egyik szaruk kdzds, akkor ezeket a szdgeket kiegészit§ szé6gnek nevezzik.
A kiegészit6 sz6gek nem egyenlék (kivéve ha 90°-90°-osak), de ha 6sszeadjuk 6ket, mindig 180 fokot kapunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha két sz6g 90 fokra egésziti ki egymast, akkor potszégeknek hivjuk 6ket.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY
31. OLDAL


https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/pontok-egyenesek-sikok-szogek-a-geometria-alapjai/szogparok-tipusai
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/pontok-egyenesek-sikok-szogek-a-geometria-alapjai/szogparok-tipusai
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/pontok-egyenesek-sikok-szogek-a-geometria-alapjai/szogparok-tipusai

32. OLDAL
&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY

Sikidomok, haromszégek, négyszogek, sokszogek

Sikidomnak nevezzik a sik zart vonalakkal korilhatarolt részét.

A zart vonal azt jelenti, hogy fogjuk a ceruzat, elindulunk valahonnan... és hopp, visszaérliink ugyanoda, ahonnan
indultunk. Sikodom példaul egy haromszdg, vagy egy négyzet, de sikidom egy kér is, vagy éppen a kdlénbdz8
emojik. Egy sikidomot tébb kilénb6z8 zart vonal is atarolhat. Olyankor, amikor csak egy zart vonal hatarolja,
egyszer( sikidomnak nevezziik. Mindez sokkal kdnnyebben elképzelhetd, ha megnézed az ehhez kapcsolddd
epizodot.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Sokszégnek nevezzik azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakaszbél allé
zart gorbe ( téréttvonal ) hatarol. Vagyis azok a sikidomok sokszégek, amelyek hatarol6 vonalai csak egyenes
szakaszokbdl alinak.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A konkav sikidom az, amelyikben ki tudunk valasztani két olyan pontot, hogy az ezeket 6sszekotd szakasznak egy
része a sikidomon kivil halad. Egy kér vagy egy téglalap példaul nem konkav, mert barhogyan vélasztunk benne két
pontot, a pontokat sszekdtd szakasz is a sikidomban halad. De példaul egy szivecske mar konkav, mert ha a két
kidudorodo részét 6sszekotjik, akkor az 6sszekodtd vonal kiviil halad. Mindez sokkal egyszeriibb, ha megnézed az
ehhez a témahoz kapcsolddo epizddot.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A konvex sikidom az, amelyikben akarhogy veszlnk két bels6 pontot, az &ket 6sszekété szakasz minden pontja a
sikidom belsejében lesz.

Egy kér vagy egy téglalap példaul konvex, mert barhogyan valasztunk benne két pontot, a pontokat 6sszek&t6
szakasz is a sikidomban halad. De példaul egy szivecske mar nem konvex, mert ha a két kidudorodé részét
Osszekdtjik, akkor az 6sszekodtd vonal kivil halad. Mindez sokkal egyszerlibb, ha megnézed az ehhez a téméhoz
kapcsol6do epizddot.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Egy sokszdget szabalyosnak neveziink, ha minden oldala és minden belsé szdge egyforma.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Sokszdgnek nevezzik azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakaszbdl allé
zart gorbe ( toréttvonal ) hatarol. Ezeket az egyenes szakaszokat nevezziik a sokszdg oldalainak.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Sokszégnek nevezzik azokat a sikidomokat, melyeket véges sok, egymashoz csatlakoz6 egyenes szakasz alkotta
zart gorbe hatarol. Ezeket a szakaszokat oldalaknak, vagy masként oldaléleknek nevezzik, és azokat a pontokat,
ahol az oldalélek taladlkoznak, a sokszdg csucsainak hivjuk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A sokszdgek nem szomszédos csucsait 6sszekdt szakaszokat a sokszdg atléjdnak nevezzik.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az egyenl6 szar( haromszogben van két egyforma hosszu oldal, amiket szarnak neveziink. Es hat van ugye a
harmadik oldal, ez az alap.

Annyit érdemes megjegyezni réla, hogy az alaphoz tartozé sulyvonal, magassagvonal, oldalfelezd mer8leges és
szogfelez6 mind egybeesik. Es ez egyuttal a haromszdg szimmetriatengelye is.

Es azt is j6 tudni réla, hogy az alapon fekvé szdgek egyformak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Szabalyos haromszdgnek minden oldala és minden szdge egyenl§ (tehat a szogek 60°-osak).
Szabalyos haromszdgben a korilirt kdr kbzéppontja, a magassagpont és a sulypont is egybeesnek.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Derékszogii haromszognek van 90° -os szége.
A derékszdggel szemkdzti oldalt atfogonak nevezzik, a masik kettét pedig befogénak.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A hegyesszdgl haromszdgek minden szdge hegyesszdg, azaz(0°-nal nagyobbak, de 90° -nal kisebbek.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A tompaszdgli haromszdgek azok, amelyeknek van egy tompaszdge, azaz egy olyan szdge, ami90° -nal nagyobb,
de 180° -nal kisebb.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A haromszdg egyenlbtlenség szerint minden haromszég barmelyik oldalanak révidebbnek kell lennie, mint a masik
két oldal 6sszege.

at+tb>c at+tc>b b+ec>a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A haromszbg magassagvonala a csicsbél a szemkdzti oldal egyenesére bocsatott meréleges.
Ezek mindig egy pontban metszik egymast, és ezt a pontot magassagpontnak nevezzik.
Ha a haromszdg tompaszdgU, akkor a magassagpont a haromszdgdn kivilre esik.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A haromszdg sulyvonala a cslcsot a szemkdzti oldal felezépontjaval 6sszekdtd szakasz.
Ezek mindig egy pontban metszik egymast, ezt a pontot hivjuk a haromszdg sulypontjanak.
Tovabbi izgalom, hogy a sulypont mindegyik sulyvonalat 2:1 aranyban osztja.

Tovabba a sulyvonal felezi a haromszdg teriiletét.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A haromszdg oldalfelez6merélegesei mindig egy pontban metszik egymast. Ez a pont minden csucstél egyenlé

tavolsagra van és emiatt a haromszog koré irhatd kér kdzéppontja.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A haromszdg belsé szdgfelez8i mindig egy pontban metszik egymast. Ez a haromszdgbe irhatd kor kbzéppontja.

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

Ha egy haromszdg oldalfelez8pontjait 6sszekdtjik, akkor a haromszég kdzépvonalait kapjuk.
A kézépvonalak parhuzamosak a haromszdg oldalaival és éppen fele olyan hosszlak.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A j6l ismert képlet haromszdgek teriletére:

T — am, _ bmy, _ cm,

2 2 2

Es it jon egy kevésbé ismert haromszdg-teriiletképlet:

_ abe
T_4R

Itt R a haromszog kéré irhaté kdrének sugara.

Ez pedig egy még kevésbé ismert képlet haromszdgek terlletére:
T=r-s
Itt 7 a beirhat6 kér sugara, S pedig a keriilet fele.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A Héron-képlet a haromszdgek terlletképletei k6zil egy kevésbé ismert, de elég j6l hasznalhatd képlet. Akkor
érdemes hasznalni, ha ismert a haromszdg mindharom oldala.

s=a+g+c T:\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c)

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A legszabalyosabb négyszdg a négyzet. A négyzet oldalai egyenlé hossziak és minden szdge derékszdg. Egy
sokszoget akkor neveziink szabalyos sokszdgnek, ha minden oldala és minden szége egyforma. igy tehat az
egyetlen szabalyos négyszdg a négyzet. Ezen kivill a négyzetek mége egy fontos dolgot tudnak: az atloik is
merdlegesek egymasra.

A négyzet terllete:
T = a?

A négyzet kertlete:
K =4a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Téglalap olyan négyszdg, aminek minden szége derékszdg. Vagyis az oldalak nem feltétlen egyenl hosszlak.
Olyankor, amikor az oldalai is egyenlé hosszlak, egy négyzetet kapunk. A téglalapok egyik fontos tulajdosaga, hogy
a szemkdzti oldalai egyforma hosszlak, vagyis két darab a hosszusagu és két darab b hosszUsagu oldala van. A
téglalapoknak egy masik fontos tulajdonsaga pedig, hogy a szemkdzti oldalai parhuzamosak egymassal. Ez pedig azt
jelenti, hogy a téglalapok mindig paralelogrammak is egyben (ugyanis a paralelogrammak azok a négyszégek,
amelyeknek van két parhuamos oldalparjuk).

Terllete:
T=a-b
Kerlilete:

K =2a+2b

Megnézem a kapcsolédd epizddot

&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY
35. OLDAL


https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/sikidomok-haromszogek-negyszogek-sokszogek/haromszogek-teruletkepletei
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/sikidomok-haromszogek-negyszogek-sokszogek/negyszogek-tipusai-es-tulajdonsagai
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/sikidomok-haromszogek-negyszogek-sokszogek/negyszogek-tipusai-es-tulajdonsagai

36. OLDAL
&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY

Rombusz egy olyan négyszdg, amelynek minden oldala egyforma hosszu. Vagyis egy rombusznal az oldalak egyenl8
hosszusaguak, de a szdgeknek nem kell derékszdgnek lennilik. Amikor a rombusz szdgei derékszdgek, egy
négyzetet kapunk. Vagyis a négyzet is rombusz. A rombuszok masik fontos tulajdonsaga, hogy a szemkdzti oldalaik
mindig parhuzamosak egymassal, vagyis a rombuszok paralelogrammak. is. Ez elvezet minket a rombusz egy masik
definiciéjahoz: a rombusz egyenld oldall paralelogramma.

A rombusz magasségat m-mel jeldljik, az atléit pedig e-nek és f-nek szokas nevezni. Ezeknek a segitségével tudjuk
kiszamolni egy rombusz terlletét.

Tertlete:
T=a-m= %
Kertlete:
K =4a

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A paralelogramma olyan négyszég, aminek van két parhuzamos oldalparja. Nagyon sok ilyen tulajdonsagu négyszog
van. llyenek a négyzetek, a téglalapok és a rombuszok. Vagyis minden négyzet, minden téglalap és minden
grombusz egyben paralelogramma is. A paralelogramma magassagat m-mel szokas jeldlini.

Terilete:
T=a-m,;=b-my
Kertlete:
K=2a+2b

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A trapéz olyan négyszdg, aminek van legaldbb egy parhuzamos oldalparja. Ezeket az oldalakat a trapéz alapjainak
nevezzilk és a-val meg c-vel jeldljik. Altalaban a nagyobbik alapot szokas a-val jeldlni és a kisebbik alapot pedig c-
vel. Olyankor, amikor a trapéz alapjai egyforma hosszuak, paralelogrammat kapunk. Vagyis minden paralelogramma
egyben trapéz is. S6t, ha meggondoljuk, akkor a trapéz definicidja nagyon sok négyszdgre réillik. Egy darab
parhuzamos oldalpérja ugyanis van a négyzetnek, a téglalapnak, a rombusznak és a paralelogrammaknak is. Vagyis
minden négyzet, minden téglalap, minden rombusz és minden paralelogramma egyben trapéz is.

Mivel azonban ezeknek van kiilén neve, amikor egy feladatban trapézrél van szo, altalaban olyan trapézra
gondoljunk, aminek két kildonb6z8 hosszlisagl parhuzamos oldala van, az egyik "alul" a masik "fellil" és ezek a
trapéz a-val és c-vel jeldlt alapjai.

Terllete:
Tt m

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Ha a trapéz alapjan fekvé két sz6g ugyanakkora, olyankor a trapéz szimmetrikus.

A szimmetrikus trapézt még szokas egyenld szarl trapéznak is hivni, ugyanis a két szara mindig egyforma hosszu.
Ezen kivil van egy fantasztikus tulajdonséga is, hogy van kéré irhat6 kére.

Innen ered a harmadik elnevezés: hartrapéz.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Azokat a négyszdgeket nevezziik deltoidnak, amik papirsarkany alakuak és az atléik merélegesek egymasra.

Eqgy kicsit precizebben: deltoid az a négyszdg, amelynek atléi merblegesek egymasra és legalabb az egyik atlé
szimmetriatengely.

A deltoidok kézll kétféle specialis deltoidot érdemes megjegyezni, az egyik a rombusz, a masik a négyzet. Vagyis
minden négyzet és minden rombusz deltoid. A deltoidok atléit e-vel és f-fel jeldljik, és ezek csak akkor egyforma
hosszuak, ha négyzetrdl van sz6. A deltoidok terlletét altalaban az atldik segitségével érdemes kiszamolni.

Terllete:
_ef
T=+

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A kor

Egy kér sugara a kor kdzéppontjat a kérvonal barmely pontjaval 6sszekdt szakasz hossza. A kér sugarat r betdvel
jeléljik ami a radius sz6 kezdébetdije.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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A kér azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott pontt6l egyenld tavolsagra vannak. Ezt az adott pontot
hivjuk a kér kdzéppontjanak. A kdr kdzéppontjat altalaban O-val vagy K-val szokas jeldIni.

N
\
\
@
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\\\ h kézéppont

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A kérvonal azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott ponttdl ( a kér kézéppontjatédl ) egyenld tavolsagra
vannak. A kérvonalat szokas egyszerlien kérként is emlegetni.

korvonal

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A koérlap vagy kodrlemez a kdérvonal és a kérvonalon belllli rész egylttes elnevezése. Ezt igy egyben szokas
egyszerlien csak siman kdrnek is nevezni. Matematikailag preciz definicidja: azon pontok mértani helye a sikban,
amelyek egy adott ponttdl (a kor kdzéppontjatdl) legfeljebb egy adott rtavolsagra (ra kér sugara) vannak.

\ K

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Ha egy egyenes éppen olyan tavol halad egy kér kdzéppontjatédl, mint a kér sugara, akkor ez az egyenes érinti a kort.
Az érintének csak egy kdz6s pontja van a kérrel, amit érintési pontnak neveziink. Az érintési pontba vezetd sugar
mindig mer6leges az érintére.

éerinto \

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Azokat az egyeneseket, amik metszik a kért Ugy hivjuk, hogy szel8. A szelbk két pontban metszik a kort és a két pont
k6z6tti szakasz a hur. Olyankor, amikor a szel§ éppen atmegy a kér kdzéppontjan, a szel6 a kor terliletét felezi, és
ilyenkor a metszéspontok kdzotti hart &tmérének nevezzik. Az 4tmérd mindig a kér sugaranak a kétszerese.

har

\
@
szel6 K )

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Egy kérben a kdérvonal két kiilénb6z8 pontjat 6sszekotd szakaszt hirnak nevezzik. Olyankor, amikor a har éppen
atmegy a kér k6zéppontjan, a hart atmérének nevezziik. Az atméré mindig a kér sugaranak a kétszerese.

har

szeld

szeld

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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A kor kdzéppontjat athalad6 hurt atmérének nevezziik. Az &tmérd a kdér maximalis szélessége, és az atmér6 mindig a
kor sugaranak a kétszerese. Jele d a diameter sz6 kezdBbetdlje alapjan.

har

atmero

szeld

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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Egy adott ponttél &llandé tavolsagra lévé pontok halmazat kdrvonalnak nevezziik. Es ezt az allandé tavolsagot hiviuk
a kor sugaranak. A sugar jele r. A kdr k6zéppontjat altalaban K-val jel6ljik.

Es most nézzilk a kér részeit:

Kézéppont: A kdr azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott ponttél egyenlé tavolsagra vannak. Ezt az
adott pontot hivjuk a kér kézéppontjanak. A kdér kdzéppontjat altalaban O-val vagy K-val szokas jeldIni.

Koérvonal: A kérvonal azon pontok mértani helye a sikban, amelyek egy adott ponttdl ( a kér kézéppontjatédl ) egyenld
tavolsagra vannak. A kdrvonalat szokas egyszerlen korként is emlegetni.

Sugar: Egy kor sugara a kor kdzéppontjat a kérvonal barmely pontjaval 6sszekotd szakasz hossza. A kdr sugarat r
betlivel jeldljik ami a radius sz kezdébetdje.

Koérlap vagy korlemez: A korlap vagy kérlemez a kérvonal és a kérvonalon beliili rész egylttes elnevezése. Ezt igy
egyben szokas egyszerilien csak siman kdrnek is nevezni. Matematikailag preciz definici6ja: azon pontok mértani
helye a sikban, amelyek egy adott ponttél (a kér kbézéppontjatél) legfeljebb egy adott r tavolsagra (r a kér sugara)
vannak.

Hur: Egy kérben a kdrvonal két killdnbdzé pontjat dsszekdtsé szakaszt hdrnak nevezziik. Olyankor, amikor a hdr
éppen atmegy a koér kézéppontjan, a hart &tmérének nevezzik. Az atméré mindig a kér sugaranak a kétszerese.
Atméré: A kor kdzéppontjat athaladé hirt atmérének nevezzilk. Az 4tméré a kor maximalis szélessége, és az atmérs
mindig a kér sugaranak a kétszerese. Jele d a diameter szé kezdbbetlje alapjan.

erinto

atmero
szeld

szeld

kdzéeppont

korvonal

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A kor és egyenes kolcsdnds helyzete a sikban haromféle lehet. Az egyenes vagy metszi a kért vagy érinti, vagy
kitérd.

Szel6: Azokat az egyeneseket, amik metszik a kort Ggy hivjuk, hogy szel6. A szel6k két pontban metszik a kort és a
két pont k6z6tti szakasz a hur. Olyankor, amikor a szel6 éppen atmegy a kér kbzéppontjan, a szel§ a kor terlletét
felezi, és ilyenkor a metszéspontok kdzdétti hurt &tmérének nevezzik. Az atmérd mindig a kdér sugaranak a
kétszerese.

Erint6: Ha az egyenes éppen olyan tavol halad a kor kozéppontjatél, mint a kér sugara, akkor érintét kapunk. Az
érintének csak egy k6zds pontja van a korrel, amit érintési pontnak neveziink. Az érintési pontba vezetd sugar mindig
mer6leges az érintére.

Kitér6 egyenes: Végill az is lehet, hogy a kérnek egyetlen kbz6s pontja sincs a korrel, ilyenkor kitér§ egyenesnek
nevezzik.

kitérd
egyenes

erintd

szeld

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Két kor kdlesdnds helyzete a sikban mar eléggé sokféle lehet. Két f6 esetet lehet megkélénbdztetni egymastol. Az
egyik eset, amikor a két kdr sugara nem ugyanakkora, a masik eset pedig az, amikor a két kér sugara ugyanakkora.

Két kor kdlcsdnds helyzete, ha a kérék sugara nem ugyanakkora:

Elkeriilé korék: Ha a két kdr kdzéppontjanak tavolsaga nagyobb, mint a kérék sugarainak dsszege, akkor a
kéréknek nincs kdzds pontjuk.

Kivilrél érinté korok: Ha a kézéppontok tavolsaga éppen a sugarak 6sszege, akkor egy kdzds pontjuk van és
ilyenkor a két koér kivilrél érinti egymast.
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Metsz6 korok: Ha a korok kozéppontjainak tavolsaga kisebb, mint a sugarak 6sszege, de nagyobb, mint a sugarak
kiilbnbsége, akkor a kdrok metszik egymast. llyenkor a kérvonalaiknak két k6zds pontja van.

Bellilrél érinté korok: Ha a kdzéppontok tavolsaga a két kér sugaranak a kiildnbsége, akkor az egyik kor belilrdl
érinti a masikat.

Tartalmazo korok: Ha a két kdzéppont tavolsaga még ennél is kisebb, de pozitiv, akkor az egyik kor tartalmazza a
masik kort.

Koncentrikus korék: Végll, ha a két kdr kdzéppontjanak a tavolsaga nulla, vagyis a kézéppontok egybeesnek,
akkor azt mondjuk, hogy a kérdk koncentrikus kérok.

Nincs kézds pont

R+r <
Py <
Kiviilr8l érinték ..
=Ry Boig =
Metszdk

R—=r<d<R+r 0<

Bellulral érinték

=R-r
A két kér azonos
Tartalmazok @

O<d<R-r

Il
-

Koncentrikus korok

elolelalele

=0

Két kor kdlcsénds helyzete, ha a kdérok sugara ugyanakkora:

Elkeriilé korék: Ha a két kdr kdzéppontjanak tavolsaga nagyobb, mint a kérék sugarainak dsszege, akkor a
kéréknek nincs k6zds pontjuk.

Kivilrdl érinté korok: Ha a kézéppontok tavolsaga éppen a sugarak 6sszege, akkor egy kdzds pontjuk van és
ilyenkor a két kér kivllrél érinti egymast.

Metsz6 kérok: Ha a kordk k6zéppontjainak tavolsaga kisebb, mint a sugarak 6sszege, de nagyobb, mint nulla, akkor
a korék metszik egymast. llyenkor a kérvonalaiknak két kbzés pontja van.
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Egybeesé korok: Ha a kozéppontok tavolsaga nulla, vagyis a kdzéppontok egybeesnek, akkor azt mondjuk, hogy a
kérok koncentrikus korok.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az T sugaru kor kerllete:

K=2r-m
Terllete:
T=1r.1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

A korcikk ivhossza és terllete Ugy aranylik a kor kertletéhez és terlletéhez, mint a kdrcikkhez tartoz6 kézépponti
sz6g a 360°-hoz:

I, 2r-m

2.

= _a
360°

- 6]
Ta -~ 360°

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Thalész-tétel azt mondja, hogy ha az AB szakasz egy kor atmérdje, és C akér tetsz6leges harmadik pontja,
akkor az ACB-SZC')g mindig derékszog.

Ezt 4gy is szokas mondani, hogy az AB szakasz a koriv barmely harmadik C pontjabdl derékszdégben latszik.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A Pitagorasz-tétel

A derékszdgli haromszdgben a befogdk négyzetének dsszege egyenlé az atfogbé négyzetével, vagyis ha az atfogétc-
vel jel6ltik:

a2+ b2 =2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha egy haromszdg oldalaira teljesil, hogy
a? +b2 = ¢
Akkor a haromszdg derékszdg.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Pitagoraszi szamharmasok olyan szamok, amelyekre teljesil a Pitagorasz-tétel.
Pl.: 3,4 6s 5 egyitt Pitagoraszi szamharmasok, ugyanis 32 + 4% = 52 igaz.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Tukrozések, forgatasok, egybevagosagi transzformaciok

A tengelyes tilkrozéshez el6szér is kell egy tengely, amire tiikrdziink, eztt-vel szoktuk jeldIni.

Egy pontot gy kell tilkrézni at tengelyre, hogy a pontbdl merSlegest allitunk a tengelyre, és a pont tiikdrképe ezen a
mer@legesen lesz, ugyanolyan tavol, mint az eredeti pont, csak éppen a tengely masik oldalan.

A tengelyen 1év8 pontok tiikrozésekor nem térténik semmi. Ezeket a pontokat fix pontoknak nevezzuik.
A tengelyes tiikr6zés egy egybevagdsagi transzformacio.
Tulajdonséagai:

e tavolsagtartd
e sz@gtartd
® Kkoruljarasvalto

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Egy alakzatot vagy sokszdget tengelyesen szimmetrikusnak neveziink, ha van olyan tengelyes tiikr6zés, aminek a
hatasara a tikérképe dnmaga.

Tengelyesen szimmetrikus alakzatok pl.:
Egyenl8szard haromszég, téglalap, deltoid, rombusz, négyzet, szabalyos sokszégek

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A kbézéppontos tikrozéshez elészor is kell egy kdzéppont, amire tikrozink, eztO-val szoktuk jelélni.

Barmelyik pontnak a tikdrképe Ugy keletkezik, hogy a pontot 6sszekétjlik a tikrézés kbzéppontjaval, és a tiikorkép
ezen az 6sszekotd egyenesen lesz. Ugyanolyan tavol a kézépponttdl, mint az eredeti pont, csak éppen a kdzéppont
masik oldalan.

Ezért aztan a kdzéppontos tiikrézés egyetlen fix pontja maga a kézéppont.
A kbézéppontos tikrdzés egy egybevagdsagi transzformacio.
Tulajdonséagai:

e tavolsagtartd
e sz@gtartd
e Kkoriljarastartd

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy alakzat vagy sokszdg akkor kdzéppontosan szimmetrikus, ha van olyan kdzéppontos tikrézés, aminek hatdséra
a tikorképe 6nmaga lesz.

Kdzéppontosan szimmetrikus alakzatok pl.:
Paralelogramma, paros oldall szabalyos sokszdgek

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A pont kérali forgatashoz kell egy pont, ami korll forgatunk (O), na és persze egy szdg ((v).

Mivel két iranyba is forgathatnank, igy a szdg el6jeles. Az 6ramutaté jarasaval megegyez§ iranyu forgatas negativ, az
azzal ellentétes iranyu pedig pozitiv.

A pont kérali forgatas egy egybevagdsagi transzformacio.
Tulajdonséagai:

e tavolsagtartd
e szigtartd
e Kkoriljarastartd

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy alakzatot vagy sokszdget forgds-szimmetrikusnak nevezink, hogyha van onanO pont, ami korll egy 0 és 360
fok kdzé esb szdggel elforgatva a sokszdget &nmagaba tudjuk forgatni.

Példak forgas-szimmetrikus alakzatokra:
Szabalyos haromszdg, négyzet, szabalyos sokszdgek

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két alakzat akkor egybevagd, ha van olyan egybevagdsagi transzformacio, ami az egyiket a méasikba viszi.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két haromszég egybevago, ha

1.) egy oldal és a rajta fekv§ két szdglk egyenld.

2.) két oldal és a nem kisebbel szemkozti szdgik egyenld.
3.) két oldal és az altaluk bezart sz6geik egyenlék.

4.) harom oldal paronként egyenlé.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Minden eltolast egy vektor segitségével adhatunk meg. Ennek a vektornak van egy irdnya és egy nagysaga.
Az eltolas soran az alakzat Iényegében ugyanaz marad, csak kicsit arrébb keril.

Az eltolas egy egybevagdésagi transzformacio.

Tulajdonsagai:

® tavolsagtarto
® szogtartd
e Kkoriljarastartd

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/egybevagosagi-transzformaciok/haromszogek-egybevagosaga
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/egybevagosagi-transzformaciok/haromszogek-egybevagosaga
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/egybevagosagi-transzformaciok/az-eltolas
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Mértékegységek és mértékegység-atvaltas

1000 [kilométer (km)

kilogramm (kg)

hektoliter
100
(hl)
10 dekagramm (dkg)
1 méter (m) liter (1) gramm (Q)
0,1 |deciméter (dm) |[deciliter (dl)

0,01 |centiméter (cm)

centiliter (cl)

0,001||milliméter (mm)

milliliter (ml)

milligramm (mg)

Megnézem a kapcsolédo epizddot

1m =10dm = 100 cm = 1000 mm

Ugy kapjuk meg ebbél a négyzetméter, négyzetdeciméter, négyzetcentiméter és négyzetmilliméter valtdszamait,
hogy négyzetre emeljiik a mértékegységeket és a valtdszamokat is:

1m?2 =102 dm?
1 m? = 1002 cm?
1 m?2 = 10002 mm?

Megnézem a kapcsolddod epizédot

1m =10dm = 100 em = 1000 mm

Ugy kapjuk meg ebbdl a kébméter, kdbdeciméter, kdbcentiméter és kdbmilliméter valtészamait, hogy harmadik
hatvanyra emeljik a mértékegységeket és a valtészamokat is:

1m3 =10% dm?3
1m3 = 1003 em3
1m3 = 1000° mm3

Megnézem a kapcsolédo epizddot

1l=1dm3

Megnézem a kapcsolédo epizddot

1 hét=7nap

1 nap = 24 6ra

1 6ra = 60 perc

1 perc = 60 masodperc

Megnézem a kapcsolédo epizddot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/mertekegysegek-es-mertekegyseg-atvaltas/mertekegysegek-atvaltasa-orulten-egyszeruen
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/mertekegysegek-es-mertekegyseg-atvaltas/negyzetmeter-kobmeter-es-az-atvaltasok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/mertekegysegek-es-mertekegyseg-atvaltas/negyzetmeter-kobmeter-es-az-atvaltasok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/mertekegysegek-es-mertekegyseg-atvaltas/a-magikus-liter-kobdecimeter-atvaltas
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/mertekegysegek-es-mertekegyseg-atvaltas/az-ido-mertekegysegei
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Abszolutértékes egyenletek és egyenlétlenségek

Egy szam abszolutértékén a nullatél vald tavolsagat értjik.

Precizebben egy & szam abszolutértékén ezt értjik:

iz |= zhal0<z
—rxhaxz <0

Megnézem a kapcsolddo epizédot

&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY
54. OLDAL


https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/abszolutertekes-egyenletek-es-egyenlotlensegek/mi-az-az-abszolutertek-abszolutertekes-egyenletek
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Gyokos azonossagok és gyokos egyenletek

Egy @ nem negativ szam négyzetgydke az a nem negativ szam, aminek a négyzetea.

a>0 a>0 [ Ja’‘=a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Vab=\a-vb a>0,b>0

a _ \a
\/;_% a>0,b>0

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy a szam kdbgydke az a szam, aminek a kébea.

ac€R (\3/6)3:(1

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Va-b=Ya-vyb acR,beR

a _ v
b= 9 acR,beR

3

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gydkvonas masképpp viselkedik paros, illetve paratlan gydkkitevs esetén, igy kétféle definicidnk lesz.

Egy @ nem negativ szamn = 2k-adik gydke az a nem negativ szam, amire:

G@)* =a

Egy tetszbleges a szamn = 2k + 1-edik gybke az a szdm, amire:

(kaQk-i-l —a

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/negyzetgyok-kobgyok-gyokvonas-gyokos-azonossagok
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A gydkoés egyenletek megoldasat mindig ezzel kell kezdeni:

VIZE = 1ZE >0
VIZE = VALAMI = VALAMI >0

Ezt kdvetben az els6szamu célunk, hogy megszabaduljunk a gydkjelt6l, amit négyzetreemeléssel végezhetlnk.
llyenkor az a lehet6 legjobb, ha a gydkds izé maganyosan alldogal.

Ha megszabadultunk a gyokjeltél, minden gy megy tovabb, ahogy azt mar megszokhattuk az egyenleteknél.
A végén viszont fontos, hogy ellendrizniink kell, a megoldasunk megfelel-e a feladat elején felirt kritériumnak.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/gyokos-azonossagok-es-gyokos-egyenletek/gyokos-egyenletek-megoldasa
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Koézéppontos hasonlésag

Ha egy sz0g szarait parhuzamos egyenesekkel metsszlk, akkor az egyik szdgszaron keletkez6 szakaszok aranya
megegyezik a masik szdgszaron keletkezd megfeleld szakaszok aranyaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A kézéppontos hasonlésagi transzformacidéhoz adott egy 0 pont, ez a kdzéppont, és egy)\ nem nulla valés szam, ez
a hasonléséag aranya.

A tér minden P pontjahoz egy P’ pontot rendel a kévetkez6képp:
1.ha P = O, akkor P! = P.

2.ha P # O, akkor P’ az O P egyenes azon pontja, amelyre OP' =| A | -OP ésha A > 0, akkor P! az OP
félegyenesen van, ha A < 0, akkor pedig O elvalasztja egymastol P-t és P’-t.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Két haromszdg egymashoz hasonlé, ha...

1.) két szdgik egyenld.

2.) két oldal aranya és a nem kisebbel szemkdzti szégik egyenld.
3.) két oldal arénya és az &ltaluk bezart szdgeik egyenlk.

4.) harom oldal aranya paronként egyenlé.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Derékszdgli haromszdgben az atfogdé magassaganak talppontja az atfogét két olyan részre bontja, melyeknek a
mértani kdzepe a magassag:

m= /54
vagy
m?=p-q

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Derékszdgli haromszdg egy befogodja mértani kbzepe az atfogénak és a befogéra esé vetiiletének.

a=.cq b= cp
vagy
a?=c-q U=c-p

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kozeppontos-hasonlosag/parhuzamos-szelok-tetele-kozeppontos-hasonlosag
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kozeppontos-hasonlosag/parhuzamos-szelok-tetele-kozeppontos-hasonlosag
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kozeppontos-hasonlosag/haromszogek-hasonlosaga-hasonlosag-feladatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/kozeppontos-hasonlosag/magassagtetel-befogotetel
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/kozeppontos-hasonlosag/magassagtetel-befogotetel
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Egy alakzat terlilete négyzetesen aranylik a méreteihez. Ha a méreteit \-szeresére valtoztatjuk, akkor a teriilete A% -
szeresére valtozik.

Egy alakzat térfogata kébdsen aranylik a méreteihez. Ha a méreteit \-szeresére valtoztatjuk, akkor a térfogata A3-
szeresére valtozik.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Barmely haromszdgben egy cslucshoz tartozé bels6 szdgfelezd a szdggel szemkdzti oldalt a szomszédos oldalak
aranyaban fogja kettéosztani.

_b
a

< |8

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/kozeppontos-hasonlosag/teruletek-es-terfogatok-aranya-a-hasonlosagnal
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/kozeppontos-hasonlosag/szogfelezo-tetel

59. OLDAL
&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY

Trigonometria a sikgeometriaban

sino — seoggelszemksztibefoge _ 4

attoge -
__ swgmellettibetoge 4
s atfoge =<
tan o — @8gelszemkztibefogs _ o

ssngmellettibetogs b

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszégének koszinuszat a kdvetkez8képp értelmezziik:

szsgmelletti befoge

cosa= stfogs

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszdgének szinuszat a kévetkez6képp értelmezziik:

swggel szemkszti befogs

Si.o = atfogs

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Derékszdgli haromszdg & hegyesszdgének tangensét a kdvetkez8képp értelmezzik:

swsggel szemkszti betogo
szog melletti bet oge

tanoa =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T — a-b-siny
2

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A korszelet terliletét ugy kapjuk, hogy el6szér kiszamoljuk, hogy mekkora teriiletl a kércikk, aztan pedig kivonjuk
bel6le az ebbe beleesd egyenlészari haromszdg terlletét:

2 - r2.sin alpha

_ a2,
T = 3 T )

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/trigonometria-a-sikgeometriaban/szinusz-koszinusz-tangens-derekszogu-haromszogekben
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/trigonometria-a-sikgeometriaban/szinusz-koszinusz-tangens-derekszogu-haromszogekben
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/trigonometria-a-sikgeometriaban/szinusz-koszinusz-tangens-derekszogu-haromszogekben
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/trigonometria-a-sikgeometriaban/szinusz-koszinusz-tangens-derekszogu-haromszogekben
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/trigonometria-a-sikgeometriaban/a-haromszogek-szinusz-gammas-teruletkeplete
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/trigonometria-a-sikgeometriaban/korcikk-es-korszelet-terulete
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Kombinatorika
Egy adott 72 elem( halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az7 kilénbdz8 elem egy sorba rendezését
ertjuk.

7 darab kilénb6z6 elem permutacidinak szama:

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T faktorialisan az 1-nél kisebb vagy egyenld pozitiv egész szamok szorzatat értjik.
nl=n-(n—-1)-(n—-2)-...3-2-1

pl.:

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

=1

Tovabba definicié szerint 0! = 1.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Ha 1 db. egymastdl kiilénbdzé elem kdzal kivalasztunk k (k < m) db.-ot (igy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is

7 darab kiilonbéz6 elembdl kivalasztott k darab elem variaciéinak szama:

n-(n—1)-(n—2)----- (n—k—l—l):ﬁ

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha 72 kiilonboz6 elem kozil kivalasztunk k (k < 72) db.-ot tigy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor 1 elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombinéaciéjat kapjuk.

7 darab kilénbdz6 elem kdziil kivalasztott k darab elem kombinaciinak szama:

n'

&) = momr

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Han elem kozott van kq, ks, . . ., k, egymassal megegyez, akkor az elemek egy sorba rendezését ismétléses
permutacionak nevezzik.

1 elem kozotti ky, ko, . . ., k, egymassal megegyezG ismétléses permutacioinak szama:

n!
Kyl ko - -k, !

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kombinatorika/a-permutacio
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kombinatorika/a-permutacio
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kombinatorika/a-variacio
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kombinatorika/a-kombinacio
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kombinatorika/permutacio-variacio-kombinacio-es-egyeb-remsegek
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Ha 711 db. egymastél kiilonb6z8 elem kdzil kivalasztunk k db.-ot agy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szamit

......

Az 1 elem k-ad osztalyu ismétléses variaciok szama: nk.

Megnézem a kapcsolédo epizddot

Ha kor alakban helyezink el7t kiilbnbdz8 elemet és azok sorrendjét vizsgaljuk, akkor ciklikus permutéaciérél
beszéllnk.

7 darab kiilonb6z4 elem ciklikus permutacidinak szama %’ =(n—-1)!

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kombinatorika/permutacio-variacio-kombinacio-es-egyeb-remsegek
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kombinatorika/a-ciklikus-permutacio
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Exponencialis egyenletek és egyenlétlenségek

Hatvanyozas azonosséagai:

atak = gtk
a® _ n-k -n — 1
L =a a ==

(@) =a*  av =@
ar = (Yya)" = VaF
a"b” = (ab)”

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis fliggvénynek nevezzik az f(:B) = a” alaku fiiggvényeket, ahola > 0 valés szam.
Az exponencidlis fliggvények meglehetdsen fontosak a matematikaban, s6t nem csak a matematikaban.

llyen flggvények irjék le a baktériumok szaporodasat, a radioaktiv elemek bomlasat, a szamitégéepek
teljesitményének névekedését és még rengeteg més dolgot.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az exponencialis egyenletek megoldasanak kulcsa, hogy a két oldalt azonos hatvanyalapra hozzuk, mert ekkor
a* =a=z=0>

igy hat az egyenlet két oldalat addig alakitgatjuk a hatvanyozas azonossagainak segitségével, amig erre az alakra
nem jutunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Exponencialis egyenlétlenséget ugyanugy kell mint az egyenletet, amire figyelni kell csupan az az, hogy amikor
elhagyjuk a hatvanyalapot, nem mindegy, hogy az 1-nél nagyobb, vagy kisebb szam-e.

Ha az alap 1-nél nagyobb szam, akkor nem térténik semmi, az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya
megmarad.

Ha viszont az alap 1-nél kisebb szam, akkor az alap elhagyasa utan az egyenlétlenség iranya megfordul.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/hatvanyazonossagok-az-exponencialis-fuggveny
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/exponencialis-egyenletek-megoldasa-szoveges-feladatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/exponencialis-egyenletek-es-egyenlotlensegek/exponencialis-egyenlotlensegek
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Logaritmus, logaritmusos egyenletek, egyenlétlienségek

logax azt mondja meg, hogy a@-t hanyadik hatvanyra kell emelni ahhoz, hogyZ-et kapjunk.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

log, xy =log,z +log,y
log, % =log,z —log,y
log, x™ =nlog,

log, vaF = Elog, «

__logyz
log,x = Tog o

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A logaritmikus egyenletek megoldaséanak Iényege, hogy ilyen alakra jussunk:
log,z =0
Mert innen a logaritmus definiciéja miatt az kdvetkezik, hogy

x=ab
Ahhoz, hogy a bonyolultabb egyenleteket is ilyen alakra hozzuk, a logaritmus azonossagait hasznaljuk.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/logaritmus-logaritmusos-egyenletek-egyenlotlensegek/mi-az-a-logaritmus
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/logaritmus-logaritmusos-egyenletek-egyenlotlensegek/mi-az-a-logaritmus
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/logaritmus-logaritmusos-egyenletek-egyenlotlensegek/logaritmusos-egyenletek-megoldasa-emelt-szint
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Szazalékszamitas

A szazalékalap az a szam, amihez a szazalékszamitas soran viszonyitunk. Ez jelenti mindig a 100%-ot. Ha példaul
egy osztalyba 20 gyerek jar és k6zilik 8 lany, 12 fid, akkor a 20 gyerek lesz a 100%, aminek valahany szazaléka
lany és valahany szazaléka fiu.

A szazalékszamitas lényege, hogy

Szazalékalap - Szazaléklab = Szazalékérték

A példankban a 20 f6s 6sztaly 40%-a lany, vagyis:

20 -40% =8

A szazaléklabat, vagyis a 16%-ot pedig a szamolas kézben Ugy kell kezelni, mint szazadrész, tehat 40%=0,4.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szazaléklab a szazalékszamitasos feladatban a szazalék. Ennyi szazalékat kell kiszamitani a szazalékalapnak.
A szazalékszamitas lényege, hogy
Sz4zalékalap - Szazaléklab = Szazalékérték

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A szazalékérték a szazalékalap és a szazaléklab szorzata, tehat a végeredmény.
A szazalékszamitas lényege, hogy
Szazalékalap - Szazalékladb = Szazalékérték

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A szazalékszamitas lényeg nagyon rdviden annyi, hogy a szazalék val6jaban azt jelenti, hogy szazadrész. Példaul
valaminek a 16%-a:

16
100 — 16%

Hogyha mondjuk egy osztalyba 25-en jarnak és kozlilik 16% lany, akkor az mindéssze ezt jelenti, hogy

25 = Lanyok szama

16
100
Ezt mar nagyon egyszer( kiszamolni, és az jon ki, hogy 4, vagyis a 25-nek a 16%-a 4.

Itt a 25 a szazalékalap, a 16% pedig a szazaléklab és az eredményll kapott 4 pedig a szazalékérték. De igazabdl
nem is az a lIényeg, hogy melyiket hogyan hivjuk, hanem az, hogy ilyen egyszerlien tudunk a szazalékokkal szamolni.

A szazalékszmitas feladatok rendszerint Ugy miikddnek, hogy a harom szereplébdl, vagyis a szazalékalapbdl, a
szazaléklabbdl és a szazalékértékbdl kett6t ismeriink és a harmadikat ki kell szamolni.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A szazalékalap a szdzalérték és a szazaléklab hanyadosa.

o Szazalskertsk
Szazalékalap = “Szazalckl:b

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A szazaléklab a szazalékérték és a szazalékalap hanyadosa.

o Seazalekertek
Szazaléklab = m

Erdemes megjegyezni, hogy a szazalékalap, amivel osztani kell mindig nak/nek birtokos jelz6vel van ellatva a
feladatokban.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Ha valaminek az értékét 20%-kal csdkkentjiik, akkor100% — 20% = 80% = % = 0, 8-cal kell szorozni.

Ha valaminek az értékét 20%-kal ndveljik, akkor100% + 20% = 120% = }_38 = 1, 2-vel kell szorozni.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szazalekszamitas/a-szazalekalap-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szazalekszamitas/a-szazaleklab-kiszamolasa
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szazalekszamitas/arcsokkentos-es-arnovelos-szazalekszamitas-feladatok
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Kamatos kamat és pénziigyi szamitasok

A kamatos kamat |ényege, hogy betesziink a bankba egy 6sszeget, amit t6kének neveznek és -lal jeldlink. Erre
egy bizonyos id6szak alatt p%-os kamatot kapunk. Eddig ezt gy hivjuk, hogy egyszer( kamat. Attél lesz beléle
kamatos kamat, hogy a kamattal megnévelt 6sszeget Ujra kamatoztatjuk, és igy elindul a kamatos kamat folyamata.
Maganak a kamatos kamatnak a képlete nagyon egyszer(, csupan néhany dologra kell figyelni, amiket részletesen
be is mutatunk a kamatos kamat feladatok megoldésa kdzben.

AT} 6sszegb6l m darab kamatperiédus utan a kévetkez6 1, 6sszeg lesz, ha minden periédusban p-os a kamat:
= . Py
T =T - (1+ 1)

A képletben p jelenti a kamatot és 71 pedig a kamatperiédusok szamét. Ezek azok a periédusok, amiknek a végén
jovairjak a kamatot. Hogyha a kamatot havonta irjak jova, akkor a periddusok hénapok, és 11 a hdnapok szama.
Hogyha féléves jovairas van, akkor 71 a félévek szama, hogyha évente irjak jova a kamatot akkor? az évek szama
és igy tovabb. Vannak mindenféle bonyolult képletek, amik ezt megprobaljdk kezelni, de kar foglalkozni vellk, sokkal
egyszerlbb megérteni a dolog lIényegét és a sima kamatos kamat képletet hasznaln. Mindig azt a kérdést tegylk fél
magunknak, hogy milyen gyakorisaggal irjak j6va a kamatot, hany jévairas van és egy periédusra mekkora kamat jut.

Ha példaul az éves kamat 6% és évenkénti a kamatozas, akkorp = 6. Ha a jovairas félévente térténik, akkor a 6%-
0s éves kamatot is felezzik, tehat p = 3, vagy éppen havi j6vairas esetén az éves kamatot 12-vel kell osztani és igy
p= 0, 5. Ha ezt a gondolatmenetet megértjiik, a kamatos kamat képlete 8riilten egyszeri.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T 6sszeget 11 darab periéduson keresztiil azonos méretli pénzdsszegekben térlesztiink. Minden periédusban P%-0s
a kamat. Az egy periddusra es6 torlesztérészlet:

_ q"(g-1) _ P

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

T darab peridduson keresztil azonos méret(i @ pénzdsszegeket fizetlink be, peri6dusonkénti p%-os kamat mellett.
Az 1 periddus végén dsszegylilt pénzmennyiség:

q"—1

1 q:l-’-l

Sp=a-q-

Megnézem a kapcsol6doé epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kamatos-kamat-es-penzugyi-szamitasok/kamatos-kamat
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kamatos-kamat-es-penzugyi-szamitasok/a-torlesztojaradek
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/kamatos-kamat-es-penzugyi-szamitasok/a-gyujtojaradek
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Szamtani és meértani sorozatok

Azokat a sorozatokat, ahol minden tag pontosan ugyanannyival nagyobb az el6z6 tagnalszamtani sorozatnak
nevezzik.

A sorozat differencigja az a szdm, amennyivel mindegyik tag nagyobb az el6zénél.
A sorozat els6 elemétaq -gyel, a differenciat d-vel jeléljak.

A szamtani sorozat 11-edik tagjat igy tudjuk kiszamolni:

a,=a; +(n—1)d
Az elsd 1 tagjanak dsszegét pedig igy:

Sp = 2(2a; + (n— 1)d)

A szamtani sorozatok tehat olyan legaldbb harom szambdl allé szamsorozatok ahol az egymassal szomszédos tagok
(egy tag, és az 6t megeldz4 tag) kilénbsége allandé. Ezt az dllandét, amely minden sorozatnal mas és mas, a
sorozat kilénbségének, vagy masként differenciajanak nevezzik, és d-vel jeldljik. A szamtani sorozat elnevezés
onnan ered, hogy a sorozatnak barmely harom egymast kévetd tagjara igaz, hogy a harom szam koziil a k6zéps6 a
két masik szamnak a szamtani kdzepe.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Meértani sorozatnak nevezzik azokat a legalabb harom tagbdl allé sorozatokat, ahol barmely két egymast kdvetd tag
(egy tag és az 6t megeléz6 tag) hanyadosa alland6. Ezt a hanyadost kvéciensnek nevezziik és g-val jeldljik. Egy
kicsit egyszer(ibben megfogalmazva egy sorozat akkor mértani sorozat, ha minden tagja pontosan g-szor annyi, mint
az el6z6 tag, ahol q egy tetsz6leges nem nulla szam, és ezt hivjuk a sorozat hanyadosanak, vagy masként
kvociensének.

Vagyis a sorozat kvociense vagy hanyadosa az a szam, ahanyszor mindegyik tag nagyobb az el6zénél.
A sorozat els6 elemétaq -gyel, a kvéciensét vagy hanyadosat g-val jeldljuk.

A mértani sorozat 11-edik tagjat igy tudjuk kiszamolni:

a, =a; -q" 1

Az els6 M tagjanak 6sszegét pedig igy:

q"—1
g—1

Sn =0

Olyankor, amikor § = 1 ez az 6sszegképlet nem miikddik. llyenkor a sorozat minden tagja az el6z6 tag egyszerese,
ami azt jelenti, hogy a sorozatnak minden tagja ugyanannyi. Ekkor az 6sszegképlet igy néz ki: Sn =a;-n

A mértani sorozat elnevezés onnan ered, hogy a nem negativ tagl mértani sorozatokra igaz, hogy barmely harom
egymast kdvetd tagja kézil a kdzépsé tag a masik két tag mértani kdzepe.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok/a-szamtani-sorozat
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok
https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/szamtani-es-mertani-sorozatok/a-mertani-sorozat

68. OLDAL

&5 MATEKING.HU - KOZEPISKOLAI MATEK (TELJES) KEPLETGYUJTEMENY

Trigonometrikus egyenletek és egyenlétlenségek

Azt a kért a koordinatarendszerben, aminek kdzéppontja az origo és a sugara 1, egységkdrnek nevezzik.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

__ sinz
tanx = sz
cotx = =2
sin
sinfa+cos2a=1 sinfa=1—cos2a cosla=1—sin’a

cosa=sin (5 —a) cosa=sin(a+3) sina=sin(r—a)

sina=cos (5 —a) —sina=cos(a+%) —cosa=cos(m—aq)

sin2a = 2sinacosa  sin(a+ B) =sinacos 8 + cosasin 3

cos2a = cos?a—sin?a  cos (oc £ B) = cosaccos B F sinasin B
SiIl2 o= 1—cos 2a

2
COS2O£ — 1+cc;s2a

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az egységkérben az T tengely irdnyat kezd8 iranynak nevezzik, az egységvektor végpontjaba mutaté iranyt pedig
zaré iranynak. A két irany altal bezart sz6g &. Az egységvektor végpontjanak & koordinatajat nevezzik az & szég

koszinuszanak, és igy jeldljik: cos a.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az egységkérben az T tengely irdnyat kezd8 iranynak nevezzik, az egységvektor végpontjaba mutaté iranyt pedig
zaré irdnynak. A két irany altal bezart sz6g . Az egységvektor végpontjanak Y koordinatajat nevezzik az & sz6g

szinuszanak, és igy jelljik: sin c.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Egy ¢ sz6g tangense az & sz6g szinuszanak és koszinuszanak hanyadosaval egyenlé:

tanq = Sne aFrst+k-m k€z

Cos &

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek-teljes/trigonometrikus-egyenletek-es-egyenlotlensegek/az-egysegkor
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A sin x és cos x fliggvények periodikusak, ez azt jelenti, hogy bizonyos id6kézénként megismétlik 6Snmagukat. Ezt
az id6kozt periddusnak nevezzik és az 6 esetilkben a periédus 27.

Ha van egy ilyen egyenlet, hogy
ing — 1

ST = 5

akkor ennek a periodikussaga miatt végtelen sok megoldasa van, ezért irjuk oda a megoldasok mégé, hogy—|—2k7r.

Tovabbi nehézség, hogy két megoldas is van, az egyiket a szamoldgéplnk adja, a masikat pedig...

Szinusz esetén Ugy, hogy a két megoldas 6sszegének7r-nek kell lennie.

Koszinusz esetén pedig Ugy, hogy a két megoldas mindig egymas minuszegyszerese.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Trigonometrikus figgvényeknek vagy szégfliiggvényeknek nevezziik azokat a fliggvényeket, amelyek tartalmaznak
trigonometrikus kifejezéseket, mint példaul szinusz, koszinusz vagy tangens. Ezek eredetileg egy derékszogl
haromszdg egy szége és két oldala hanyadosa kézti 6sszefliggéseket irja le.

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Szinusztétel és koszinusztétel

Barmely haromszdgben az oldalak aranya megegyezik a velik szemkdzti sz6gek szinuszanak aranyaval. De ne ezt

jegyezzik meg. A szinusztétel ennél sokkal tébbet is tud. Mégpedig ezt, ahol R a haromszdg kéré irhatd kdrének a
sugara:

ZR_a_b_c

sin o sin3 = sinvy

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A Koszinusz tétel minden haromszdgben felirhato:
Z = a? +b% —2abcosy

Megnézem a kapcsolédo epizddot

4
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Feladatok fiiggvényekkel

Ha a masodfoku fliggvény hozzarendelési szabalya: fZ =a; - x? + bi, akkor itt az a;-t féegyutthatonak hivjuk és
eléggé lényeges dolgok fliggnek téle.

Hogyha a negativ, akkor a fliggvény grafikonja egy lefelé nyilé parabola, ha pozitiv, akkor felfelé nyild. Es minél
nagyobb az @ szam, a parabola annal keskenyebb.

Abaz annyit tud, hogy hol metszi a figgvény grafikonja azy tengelyt.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Trigonometrikus figgvényeknek vagy szégfiiggvényeknek nevezziik azokat a fliggvényeket, amelyek tartalmaznak
trigonometrikus kifejezéseket, mint példaul szinusz, koszinusz vagy tangens. Ezek eredetileg egy derékszogl
haromszdg egy szdge és két oldala hadnyadosa kozti 6sszefliggéseket irja le.

Megnézem a kapcsolédd epizddot
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Vektorok

A vektor egy irdnyitott szakasz.

—
Jelslgse: v = AB

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Van itt két vektor:a = (al,a2), Q = (bl,bz)
A két vektor 6sszege:
a+b=(a;+by,as+b)

A két vektor kiildnbsége:

a—b=(a; —by,ay —by)

%
AB=b-a

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Vanittaza = (a1 y a2) ésQ = (bl, b2) vektor.
Az a vektor hossza:

_ 2 2
la |= \/ %1 + a;

%
Az A B vektor hossza:

%
AB=|b-al= \/(bl —a1)? + (by —ay)?
Es pont ugyanigy kapjuk meg az A és B pontok tavolsagat is.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Két pont kdzti vektor a végpontba mutatd helyvektor minusz a kezdépontba mutaté helyvektor.

_>
Tehat AB=0b—a

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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https://www.mateking.hu/kozepiskolai-matek/vektorok/vektorok-a-geometriaban
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Koordinatageometria

A normalvektor az egyenesre meréleges nem nullvektor.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az irdnyvektor az egyenessel pdrhuzamos nem nullvektor.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az n(A, B) normalvektor( és a P(Zg, Yy ) ponton 4tmené € egyenes egyenlete:
e:Alx—z))+By—w) =0

Megnézem a kapcsol6do epizédot

C’(u, 'U) kbézéppontl és 7 sugarl kér egyenlete:

@—w?+(y—v? =+

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Egy P pontnak az Q(A, B) normalvektor(i € egyenestsl mért tavolsaga:

/A2+B2

Itt e(P) azt jelenti, hogy a PP pont koordinatait behelyettesitjiik az € egyenes egyenletébe.

d(P,e) =| ——=

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Térgeometria

Vegylnk egy sikbeli sokszdget és a sik felett egy pontot. Ha a pontot 6sszekétjik a sikbeli alakzat csucsaival, akkor

egy térbeli alakzatot kapunk, amit ugy hivunk, hogy gula.
A gula felszine:

A =T + palast terilete

Térfogata:
_ Tm
V=50

ahol M a gula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A Kkup egy gulaszer( térbeli test, melynek alapja egy kor.
A kup felszine:

A =T + palast terilete

Térfogata:
_ Tm
V=50

ahol M a kip magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A hasab egy olyan test, amelynek két parhuzamos lapja egymassal egybevagé sokszdg, a tdbbi lapja pedig

paralelogramma.

A haséabok felszine:

A = 2T + palast terulete
Térfogata:

V=T-m

ahol ™ a hasab magassaga.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A kocka térfogata:
V=ad
ahol a az oldalélének hosszat jelenti.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Kocka felszine:
A = 6a?
ahol a a kocka élének hossza.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

A henger olyan, mint a hasab, csak nem soksz6g a két parhuzamos lap, hanem kér.

A hengerek felszine:

A=2r7+2rm-m

Térfogata:

V=rr-m

ahol M a henger magassaga, 7" az alapkdrének sugara.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Haséabok térfogatat a kdvetkez8képp szamolhatjuk ki:
V=T-m
ahol ™ a hasab magassaga, 1’ pedig az alaplap terilete.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Haséabok felszinéta kdvetkez6képp szamolhatjuk ki:

A = 2T + palast terulete

ahol 1" az alaplap (vagy fedélap) terlilete, a palast tertilete pedig az oldallapok teriileteinek dsszege.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

V=rlr-m
ahol M a henger magassaga, 7" az alapkdrének sugara.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A=2"21+2rm-m
ahol 7 az alapkér sugara, 71 a henger magassaga.

Megnézem a kapcsolodod epizédot
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Gulak térfogatat a kovetkez8képp szamolhatjuk ki:

_ Tm
V= 3
ahol M a glila magassaga, 1’ pedig az alaplap teriilete.

Megnézem a kapcsol6doé epizédot

A =T + palast terilete
ahol 1" az alaplap tertilete

Megnézem a kapcsolddo epizédot

ahol T az alapkér sugara, 7711 a kip magasséaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A=rr+a-r-m
ahol 7 az alapkér sugara, @ az alkoté.
Tovabba a? = 12 + m?

Megnézem a kapcsolédé epizddot

Négyzetalapu gula térfogata kénnyebben kiszamolhat6 igy:

ahol a a gula alapélének hossza, ™ a gula magassaga.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Négyzetalapu gula felszine kdnnyebben kiszamolhaté igy:

A:a2—|—2-,/m2+% -a

ahol @ a gula alapélének hossza, ™ a gula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot
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A gébmb egy adott ponttél (kdzéppont) egyenld tavolsagra Iévé pontok halmaza.

A gbmb felszine:

A=4rr

Térfogata pedig:
_ 4riw

V="

ahol 7 a gdmb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gémb térfogata:
_ 43w
V= 3

ahol 7 a gdmb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A gémb felszine:
A=4rn
ahol 7 a gémb sugara.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a gdmbot kettévagjuk egy olyan sikkal, ami épp atmegy a k6zéppontjan, akkor a vagas soran keletkez8 kor
sugara éppen megegyezik a gdmb sugaraval. Ezt a kért nevezzik f6kdrnek.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a gémb kdzéppontjat dsszekotjik a gdmbfellilet barmelyik pontjaval, akkor az igy keletkez§ szakasz hossza
allandd, és ez az allandé hosszusag a gdmb sugara.

A sugarat 7-el jeldljik.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha a gdmb kdzéppontjat 6sszekétjik a gdmbfellilet barmelyik pontjaval, akkor az igy keletkez6 szakasz hossza
allando, és ez az alland6 hosszisag a gdmb sugara. Ha meghosszabbitjuk ezt a szakaszt a masik iranyba is, akkor
egy atmérét kapunk

Az atmérd jele d, és mindig sugar kétszerese.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Ha egy forgasklpot az alaplap sikjaval parhuzamosan metszink el, akkor egy csonkakipot kapunk.
A csonkakup felszine:

A =T + t + palast terilete

Térfogata:

<R2 m+R-r-m+r2 7r) -m
3

ahol R az alapkér, T a fed8kér sugara, 1m pedig a csonkaklp magassaga.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

R’ m+Rr-mt+rim)-m
( )

V= 3

ahol R az alapkor, 7 a fedSkér sugara, m pedig a csonkaklp magassaga.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A =T 4+t + palast terilete

ahol 1" az alaplap, t pedig a fedélap tertlete, a palast teriilete pedig az oldallapok teriileteinek 6sszege.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ha egy gulat az alaplap sikjaval parhuzamosan metszilnk el, akkor egy csonkagulat kapunk.
A csonkagula felszine:

A =T 4+t + palast terilete

Térfogata:

(T+VT-t+t)m

V= 3

ahol 1" az alaplap, t a fed6lap teriilete, M pedig a csonkagUla magassaga.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

(T+y/Tt+t)m

V= 3

ahol I" az alaplap, t a fedélap terillete, M pedig a csonkagula magassaga.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A =T + t + palast terilete
ahol 1" az alaplap, t a fed6lap teriilete, a palast terllete pedig az oldallapok teriileteinek dsszege.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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A négyzet alapu csonkagula térfogata egyszer(ibben is kiszamolhat6 igy:

(a2—|—a-b—|—b2 ) -m
——

Ahol a az alaplap oldalélének, ba fed8lap oldalének hossza,m pedig a csonkagula magassaga.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A csonkagula felszine kdnnyebben kiszdmolhat6, ha négyzetalapu:

A=a?+02+2-(a+b)-h

ahol a az alaplap oldalélének, ba feddlap oldalélének hossza, h pedig az oldallap (trapéz) magassaga.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

4
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Statisztika

Az adatsor legyakoribb értéke amodusz. Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:

2,3,1,4,1,2,2,8,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2,4

Akkor egyszer(ien meg kell szamolni, hogy melyikbdl van a legtébb, és az a matekjegy lesz amédusz. Most 2-esbél
van a legtébb, igy Bob matekjegyeinek a médusza 2. A modusz jele Mo és igy most Mo=2.

Léteznek olyan eloszlasok is, amelyeknek t6bb médusza van. Hogyha példaul Bob jegyei:
1,2,2,3,5,3,3,4,2

Itt 2-esbdl és 3-asbdl ugyanannyi van, mindkettébdl 3 darab. Ez egy kétmdduszleloszlas.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

A median a névekvd sorba rendezett adatsor k6zéps6 értéke. Ha az adatsorban paros sok elem van, akkor nincs
k6zépsb elem, ilyenkor a két kozépsé elem atlagat vesszik.

Hogyha példaul Bob matekjegyei ezek:
2,3,1,4,1,2,2,3,5,2,3,2,3,2,4,3,2,4,2, 4
Akkor egyszerlien névekvs sorba kell rakni..
1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5

Es aztan meg kell keresni melyik a kézépsS. Most nincsen kézéps, mert paros sok elem van, igy ilyenkor a két
kdzépen lévét atlagoljuk:

1!172!2!2!212!2!295 53!373!374!474!415

Ezeknek az atlaga 2,5 vagyis amedian most 2,5. A median jele Me, igy Me=2,5

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az atlagot ugy kapjuk meg, hogy az 6sszes elemet 6sszeadjuk, és aztan elosztjuk az elemek szamaval.
Jele: T

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az atlagtol valo atlagos eltérés egyik legjobb mérészama a széras. Hatranya, hogy egy kicsit ronda a széras képlete.
A szérast egy szigma nev(i gorog betlivel jeldljik.

e \/ T

n

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Az adatsor elsé felének a felez8pontja az alsé kvartilis.
Az als6 kvartilis jele: Q1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot

Az adatsor masodik felének a felez6pontja a felsd kvartilis.
A fels6 kvartilis jele: (03

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A kvartilisek és amedian azt szemlélteti, hogyan oszlanak el az adatsorban szerepl6 adatok. Ezek segitségével
készithetd el a doboz-abra, vagy masnéven dobozdiagram. Szokds még sodréfa diagramnak is nevezni, és az angol
elnevezést is gyakran hasznaljék, ami a box plot.

Egy sobarendezett adatsorban 6t darab specidlis negyedelSpontot fogunk hasznalni. Az els6 az adatsor legkisebb
értéke, ez a Qp . Aztan a kdvetkez8 negyedel§ az alsé kvartilis, ami Q uténa jon a felez6pont vagyis amedian, ezt
Me-vel és Qo-vel is jeldljik, végll a felsé kvartilis, ami a Q. Az adatsor legnagyobb értéke pedig Q. A legnagyobb és
a legkisebb érték kilbnbsége a terjedelem, mig a két kvartilis kiildnbségét félterjedelemnek vagy mas néven
interkvartilisnek hivjuk. Ezekbdl épll fél a doboz-abra vagy masként dobozdiagram.

El&fordulhat, hogy az adatsorban kiugré értékek is szerepelnek. A kiugro érték az, ami az alsé kvartilisnél legalabb a
félterjedelem masfélszeresénél kisebb, vagy pedig a fels6 kvartilisnél legaldbb a félterjedelem masfélszeresénél
nagyobb. Huh, ez elég bonyolultan hangzik. De valéjaban nagyon egyszer(i, csak nézd meg kapcsol6dd epizédot és
kidertil.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

A relativ széras azt mondja meg, hogy a széras az atlagnak hany szazaléka:

V=2
X

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Valészinliségszamitas

Megkulénbdztetlink elemi eseményeket, ilyen példaul, hogy egy dobdkockaval 1-est dobunk. Vannak azonban olyan
események is amik tébb elemi eseménybdl épulnek fel, ilyen példaul az, hogy parosat dobunk.

Az eseményeket az ABC nagybetdivel jel6ljuk.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A valészinliség kiszamitasanak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy kisérletnek véges sok kimenetele
van és ezek valdszinlisége egyenl8. Ekkor az esemény valbészinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy megszamoljuk hany
elemi eseménybdl all és ezt elosztjuk az ésszes elemi esemény szamaval.

Megnézem a kapcsolédd epizddot

Ezt a képletet hivjuk binomialis eloszlasnak:
P=()-p-(1—pr*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,

P pedig a sikeres kisérlet valészinlisége.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Visszatevéses mintavételrél beszéllink, ha egy p valdszinliség(i elem t6bbszéri kihlizasanak esélyét vizsgaljuk ugy,
hogy ha kihGzunk egy ilyen elemet, akkor ezt kdvetéen azt visszarakjuk.

Példaul ha azt vizsgaljuk, hogy egy kosarban van 8 piros és 5 kék golyd, és mennyi a valészinlsége, hogy haromszor
hlzva két piros és egy kék goly6t hiznank agy, hogy a kihtzott golydkat mindig visszatesszik, akkor az egy
visszatevéses mintavétel.

A visszatevées mintavételhez kapcsolddo eloszlas a binomialis eloszlas.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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A visszatevés nélkiili mintavétel tipikus példaja, hogy van egy doboz, benne IV darab elem. Kéziilik /X darab
valamilyen tulajdonsagu, az egyszerliség kedvéért hivjuk selejtesnek. Mondjuk sarga vagy szép vagy ronda.
KihGzunk 73 darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekiink mondani, hogy mekkora az esélye, hogy kozulikk darab
a vizsgalt tulajdonsagu:

pix -y D62
W
De vannak olyan esetek, amikor a visszatevés nélkili mintavételnél méasik képletet kell hasznalnunk. Ezt a mésik

képletet binomialis eloszlasnak nevezzik, és olyankor hasznaljuk, amikor a selejtek szama helyett csak a selejtek
aranyat ismerjik.

Ez a binomidlis eloszlas képlete:
P=() r-1-p*

ahol 1 a kisérletek szama,

k a sikeres kisérletek szama,
P pedig a sikeres kisérlet valoszinlisége.

Es, hogy mi alapjan doéntjiik el, hogy a két képlet koziil melyiket kell hasznalni? A dolog nagyon logikus, nézd meg a
kapcsolédo epizddot és minden vilagos lesz.

Megnézem a kapcsolddod epizédot

A hipergeometriai eloszlas a visszatevés nélklli mintavételhez kapcsolodé eloszlas, képlete pedig:

P(X:k):%

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az A esemény valészinlsége, ha tudjuk, hogy a B esemény biztosan bekévetkezik:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)
P(A\ B) = P(A) - P(AN B)

P(A) =1—P(A)

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Az Aés B eseményt egymastdl fliggetlennek nevezzik, ha teljesil rajuk, hogy
P(ANB) = P(A) - P(B)

Megnézem a kapcsolddod epizédot

Az Aés B eseményt kizarénak neveziink, ha
ANB=1

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Geometriai valészinliség

Ha egy esemény el6fordulasat geometriai alakzat (vonal, sikidom, test) mértékével jellemezzik, akkor geometriai
valészinlségrél beszéllnk.

kedvezs

: _ Tkedvezd
~sszes lehet mondjuk P = ===

o0sszes

llyenkor a szokasos P =

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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A varhato érték
A varhato érték jele E(X) €s ez nem mas, mint egy esemény 8sszes kimenetelének valészinliségekkel sulyozott
atlaga.
A képlete:
EX)=Xi - m+Xo pp+Xs-py+- -+ Xy pp = X X;P(Xy),
ahol X; az i-edik kimenetel, p; pedig annak bekdvetkezésének valészinlisége.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

4
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A parabola (emelt szint)

A parabola azon pontok halmaza a sikon, amelyek egy U egyenestél (vezéregyenes) és az egyenesre nem illeszkedd
F’ ponttdl (fokuszpont) egyenld tavolsagra vannak.

A fbkusz és a vezéregyenes tavolsagat hivjuk a parabola paraméterének.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A parabola azon pontok halmaza a sikon, amelyek egy U egyenestél (vezéregyenes) és az egyenesre nem illeszkedd
F’ ponttél (fékuszpont) egyenls tavolsagra vannak. A fokusz és a vezéregyenes tavolsagat hivjuk a parabola
paraméterének. A fokuszbul a vezéregyenesre bocsatott merdleges felez8pontja a parabola "cslcspontja” amit
tegelypontnak szokas nevezni.

A T'(u,v) tengelypontd és p paraméter(i parabola egyenlete:
1
y= 2_p(w —u)’ +v

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A parabola egyenlete, ha p a paramétere...

és tengelye az y tengely:

— 1 2 — 1.2
y - 2p33 y - 2p.’]3
és tengelye az I tengely:

_ 1,2 N
T =5y x Y

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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88. OLDAL

A teljes indukcio (emelt szint)

A teljes indukcié olyan allitasok bizonyitasara alkalmas, melyek 72 pozitiv egész szamtél fliggenek.
A teljes indukciés bizonyitas Iépései:

1. 1épés: Igazoljuk, hogy az allitas 2 = 1 esetén vagy az elsé néhanyn-re igaz.

2. lépés: Igazoljuk, hogy ha az allitas 12-re igaz, akkor 72 + 1 esetén is igaz.

Ezzel az allitast mindenn pozitiv egész szamra belatjuk.

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

4
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Konvergencia és divergencia definicidja, kiisz6bindex keresése
(emelt szint)

Az a,, sorozat konvergens és hatarértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € minden 1t > Ny-ra.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € mindenm > Ny-ra

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke plusz végtelen, ha barmely M > 0 szam esetén van olyanny
kiiszébindex, hogy M < a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke minusz végtelen, ha barmely M < 0 szdm esetén van olyan g
kiiszébindex, hogy M > a,, mindenm > ny-ra.

Az a,, sorozat oszcillalva divergens, ha nincs semmilyen hatérértéke, vagysi sem egy valés szdmhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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Sorozatok hatarértéke (emelt szint)

150 250 250 2—o0
n (e n

Megnézem a kapcsolédo epizdédot

n—o0o n:—oo0o ndP—oo nfF— oo

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

Megnézem a kapcsolddo epizédot

oohag>1
. Oha —1<g<1
7 7V 1hag=1
divhag < —1

Megnézem a kapcsol6dd epizédot

Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van egy olyan valés szam, ami a sorozat hatarértéke.
Ha ilyen sz&m nem létezik, akkor a sorozat divergens.

Egy sorozat lehet azért is divergens, mert végtelenbe tart, és lehet azért is, mert az égvilagon nem tart sehova. A
sehova nem tartd sorozatok mindig oszcillallé sorozatok.

Megnézem a kapcsolddod epizédot
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Sorozatok monotonitasa és korlatossaga (emelt szint)

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 13y kiiszdbindex, hogy
|an —A |< € minden 1t > Nyy-ra.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

Az a,, sorozat konvergens és hatérértéke az A szam, ha minden € > 0 esetén van olyan 1y kiiszébindex, hogy
la, — A |< emindenn > ng-ra

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke plusz végtelen, ha barmely M > 0 szam esetén van olyanny
kiiszébindex, hogy M < a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat divergens, és hatarértéke minusz végtelen, ha barmely M < 0 szam esetén van olyan1y
kiiszébindex, hogy M > a,, mindenn > ny-ra.

Az a,, sorozat oszcillalva divergens, ha nincs semmilyen hatérértéke, vagysi sem egy valés szdmhoz, sem plusz
vagy minusz végtelenbe nem tart.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Az a,, sorozat szigorGian monoton né, ha0 < @11 — ay,.

Az a,, sorozat szigorian monoton csékken, ha( > Apy1 — Q.
Az a,, sorozat monoton né, ha0 < a,, 11 — a,,.

Az a,, sorozat monoton csdkken, ha0 > a,, 11 — a,.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Fliggvények hatarértéke és folytonossaga (emelt szint)

Az f(x) fuggvény folytonos az a-ban, ha értelmezve van aza-ban, létezik és véges a hatarértéke aza-ban, és ami
a lényeg:

lim,, f(z) = f(a)
Az f(a:) flggvény folytonossa tehet az a-ban, ha létezik véges hatarértéke az a-ban.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

. i . sin IZE

lim, 0 5 =1 limyge g~ =

: l-cosz __ 1 : l1-cosIZE _ 1
lim,, 2 2 limyze 7e 2

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Derivalas (emelt szint)

A derivalas lényege, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgdlja, mégpedig Ugy, hogy megnézi, milyen
meredek érint6 huzhaté a figgvény grafikonjahoz. Az érintd meredekségét pedig Ugy kapjuk meg, hogy veszink
rengeteg szel6t, amelyek egyre jobban "rasimulnak” az érintére, és igy a szel6k meredekségének a hatarértéke lesz
az érint6 meredeksége. A szel6k meredekségét irja le a differenciahanyados:

f(z)—f(=)

T—Iy

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

A derivalas ugy m(ikédik, hogy fliggvények grafikonjanak meredekségét vizsgalja, mégpedig azzal, hogy megnézi,
milyen meredek érint§ hizhaté a figgvény grafikonjahoz. Ha az érint8 "folfele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"f6lfele megy" vagyis a figgvény ndvekszik. Hogyha pedig az érint6 "lefele megy" akkor a fliggvény grafikonja is
"lefele megy" tehét a figgvény csdkken. Egy figgvény érint6 egyenesének meredeksége a differencialhdnyados:

f(@)—f (=)

m = lim,_,, p—

Ezt nevezzik a fuggvény I pontban vett derivaltjanak. Hogyha a derivalt ebben a pontban pozitiv, az azt jelenti,
hogy pozitiv meredekség érintd hizhato a fliggvényhez. Vagyis a fliggvény ebben a pontban névekszik. Ha pedig a
derivalt ebben a pontban negativ, akkor negativ meredekség( érinté hizhaté a fliggvényhez, és igy a fliggvény
csokken. A derivalt tehat a fliggvény névekedési és csdkkenési szakaszait képes nekiink megmutatni, és hatalmas
szerepe van a fliggvények viselkedésének vizsgalatanal.

Megnézem a kapcsol6do epizédot

(cy =0 (z") =nz»! (") =€e* (a*) =a”lna
1

lnz) = log 2 =1L (sinz) =cosz (cosz) = —sinz
a zIna
(tanz) = —— (arcsinz) = \/1177 (arccosz) = \/:? (arctanz) = -1

Meagnézem a kapcsoldédd epizédot
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f és g derivalhat6 figgvények, és C valds szam esetén aderivalasi szabalyok:

(cf) =cf’ (%)':f?’
(F+g) =F+9
(fg) = F'g+ fd

(1)’ _ fo-1g
g g2
(£>l _ =

f 12

(f(9(2))) = £’ (9(x)) g ()

A derivalasi szabalyok megmutatjak, hogyan kell egy fliggvény konstans-szorosat derivalni, hogyan kell két figgvény
Osszegét vagy épp kilénbségét derivalni, mi lesz két fliggvény szorzatanak a derivaltja, mi lesz két fliggvény
hanyadosanak a derivéltja. Van két extra derivalasi szabaly is, amit érdemes tudni, az egyik amikor egy fliiggvényt
osztunk egy szammal, a masik pedig amikor egy szamot osztunk el egy fliggvénnyel. Mindkét esetben tortet
derivalunk, de nem kell a trotek derivalasara hasznalt eléggé komplikalt képletet hasznalni, hanem ezekre az esetekre
vannak egyszerlibb képletek. Végul pedig jon az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalyavagyis a lanc-szabaly.

Megnézem a kapcsolddo epizédot

A lanc-szabaly az 6sszetett fliggvények derivalasi szabalya. Ha f és g derivalhaté fliggvények, akkor az f ésg
figgvények 6sszetételébdl kapott fliggvény derivaltja:

(f(9(2))) = £ (9(x)) 7 ()

Ezt a képletet nevezziik lanc-szabalynak, és érdemes alaposan begyakorlni, ugyanis ez szokta a legtébb gondot
okozni a derivalassal kapcsolatos feladatok megoldasa kézben.

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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Fliggvényvizsgalat, széls6érték feladatok (emelt szint)

Az elaszticitas képlete:
—_z
E(z) = 2 - f'(a)

Egy flggvény elaszticitdsa azt mondja meg, hogyha 1%-kal ndveljik az x-et, akkor hany szazalékkal véltozik a
figgvény értéke.

E = 0 Teljesen rugalmatlan

|E |< 1 Rugalmatlan

|E |= 1 Egységnyi rugalmasséagu
|E |> 1 Rugalmas

Megnézem a kapcsol6dod epizédot
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Fliggvények érintdje (emelt szint)

A derivalt geometriai jelentése a fliggvény grafikonjahoz hdzott érint6 meredeksége.
Az érintd egyenlete:
f(®) = (o) (x — m0) + f(0)

Megnézem a kapcsol6do epizédot
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Az integralas (emelt szint)

Az f(x) fuggvény primitiv fiiggvényének jele F'() és azt tudja, hogy ha derivaljuk, akkor visszakapjuk f()-et,
azaz

Fl(z) = f(z)
Egy flggvény primitiv fliggvényeinek halmazat nevezzik a fliggvény hatarozatlan integraljanak.

Megnézem a kapcsolddoé epizédot

fa:”dazzfgi—i—c n# —1
[1der=In|z|+c
fetdr=e®+c

[a® dm:%—i—c

Jcosz dr =sinz+c

[sinz de = —cosz+¢

[—2—dz=tanz+c

cos?

[—=—dz=—cotz+c

sin” x

1 _
J 157 dz =arctanz + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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98. OLDAL

f(aa:—i—b)”dsc:%%—{—c

[ —Fdz=Inlaz+b|1+c

feaa:—l—b dr = et=tb 1 +c
a

az+b At 1
[A de=4—2+c

J cos (az 4 b) dx = sin (az +b)1 + ¢
[sin (az +b) dz = —cos (ax 4+ b)2 + ¢

fm dz = tan (az + )1 +c

fﬁdm:—co’c(ax—l—b)%—i—c

1 _ 1
IW dx = arctan (az +b) 1 + ¢

Megnézem a kapcsolddo epizédot

Ha f(:lZ) integralhaté az [a, b] intervallumon és létezik primitiv fliggvénye ezen az intervallumon, akkor aNewton

Leibniz formula szerint a hatarozott integréljat a kdvetkez6képp szamolhatjuk ki:

J? f(z) de = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Ha a szorzés elvégezhetd, akkor végezziik el, és utdna integraljunk.

Megnézem a kapcsol6dod epizédot

Prébéalkozzunk a toért foldarabolasaval és utdna integraljunk.

f ﬂ dm _ f —Z(C$+d)+b—% dw _ f %iﬂﬂ‘i‘d)

cr+d cr+d

:f%—k%dm’:%x%—Elnkx—l—dE

Megnézem a kapcsolddo epizédot
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